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离散系统方差约束鲁棒 H2／H∞滤波的新算法 

刘立恒，邓正隆，王广雄 
(哈尔滨工业大学 控制工程系，黑龙江 哈尔滨 150001) 

摘要：考虑带有稳态误差方差约束的线性受扰系统的鲁棒 H，／H 滤波问题．引入了广义逆矩阵，提出了一个 

新的算法．通过直接解两个 Riccati方程后，获得滤波器，并且同时满足3个性能要求：滤波过程是渐近稳定的；每个 

状态的稳态估计误差方差不超过规定的上界；从外部噪声输入到误差状态输出的传递函数的H 范数满足规定的 

上界．一个数字例子说明了这种设汁方法的有效性． 
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New algorithm for robust H-two／H-infinity filtering wi廿l 

variance constraints for discrete．time systems 

LIU Li·heng，DENG Zheng—long。WANG Guang·xiong 

(Department ofControl Engineering，Harbin Institute ofTechnology，Harbin Heilongjiang 150001．China) 

Abstract：The robust H--two／H··infinity filtering problem for linear permrt~ systems with steady··state error variance con·· 

straints is considered．The generalized inverse technique of matrix is introduced，and a new algorithm is developed．After two 

Riccati~mfiom are solved ，the filter Can be obtained，an d the following three performance requirements are simultaneously 

satisfied：Thefiltering processis asymptotically stable；The steady-state variance ofthe estimation error ofeach stateis notmore 

than the individual prespecified upper bound；Th e transfer function from exogenous noise inputs tO error state outputs meets the 

prespecified Hnorm upper bound constraint．An numerical example is provided  tO demonstrate the flexibility ofthe proposed de — 

sign approach． 
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l 引言(Introduction) 

H 滤波的设计目标是最小化系统对最差情况 

有界能量的增益，并没有考虑其他情况下的滤波性 

能，往往达不到工程上要求的精度．由于混合 H，／ 

H 在设计过程中兼顾系统的H2和 H 指标，得到高 

品质的滤波器；因此，近年来对混合 H2／H 问题进 

行了大量的研究并出现了许多研究成果，参见文献 

[1～3]．文献[4～6]利用协方差配置理论研究了时 

变不确定系统的方差约束鲁棒 H2／H 滤波问题，在 

满足鲁棒 H 指标的前提下，不追求 H2指标最优， 

而只要求系统的协方差或方差小于指定的上界．文 

献[5，6]中将估计误差方差约束直接引入到 Riccati 

矩阵方程中，并且通过求解两个 Riccati方程后可以 

直接综合出满足方差约束鲁棒 H，／H 滤波问题设 

计要求的滤波器．然而，文献[5，6]对估计误差方差 

约束是通过对一个 Riccati方程正定解阵的对角元 

元素作约束来实现的，因而不能直接求解这个 Ric— 

cati方程． 

本文通过引入广义逆矩阵获得了一个更简单的 

方差约束鲁棒 H2／H 滤波器设计方法，将估计误差 

协方差约束矩阵直接引入到 Riccati矩阵方程中，并 

且通过直接求解两个 Riccati方程后可以综合出满 

足方差约束的鲁棒 H2／H 滤波问题设计要求的滤 

波器． 

2 问题描述(Problem description) 

考虑下面的离散时间线性时变不确定系统 

r ( +1)=(A+△A( )) (Ji})+DlW(Ji})， 

{Y(Ji})=(C+△c(Ji})) (Ji})+D2W(Ji})， 
【z(k)：，J ( 

． 

(1) 
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其中：W(k)为外部干扰，满足假设 2；z(k)∈： ×1 

是被估计状态； (k)∈5 ，y(k)∈ ×’；A，C，L， 

Dl，D2为相应维常阵；AA(k)和△C(k)是表示系统 

的时变参数参数不确定，假定可容许的参数不确定为 

砌  

式中：F(k)∈ ：j． 是一个未知时变矩阵，满足 

F(k)F‘ (k)≤ ，；Ml，M2和 』I、r是已知的适当维数的 

定常矩阵，它规定了在 F(k)中的不确定参数是如 

何进入标称矩阵的． 

假设 1 系统矩阵 A是 Schur稳定和满秩的矩 

阵，并且矩阵 D2或矩阵 2行满秩． 

假设 2 在讨论滤波器方差性能时，设 “，(k) 

是零均值单位方差白噪声序列；在讨论 H 指标时， 

设 W(k)∈ 12 Eo，∞)，即 W(k)是能量有界的噪声 

信号． 

设线性滤波器为 

后

、

+ )_
， 

‘后)+ (后)， (3) 

【2(k)= L (k)． 

式中： (k)表示状态估计，G和K是要确定的滤波 

器参数． 

稳态估计误差协方差阵为 

P：limE[e(k)e (k)]． 

式中 e(k)= (k)一 (k)．定义 

=  )]， =[A 
：  

，]， 

吩：[ ． ]， 0]， F㈩ ， 
(5) 

并且根据式(1)和式(3)，可以获得如下的增广系统 

xf “  AI

、

+△AS)XS ’(
6) 【

z(k)= C，xf(k)． 

式中，c，=[0 L]． 

W(k)到 Z(k)的传递函数为 

(z)= [zl一( +△ )]一 ． (7) 

当系统(6)是鲁棒渐近稳定的，稳态状态协方差阵 

： lim (k)：limE[xf(k) (k)] (8) 

存在，并满足下面的离散系统 Lyapunov矩阵方程 

( +：,As)X(As+△ ) + D 一 =0．(9) 

3 主要结果(Main results) 

根据文献[7]，易得如下引理 1． 

引理 1 对任意实数 e>0，若存在对称正定矩 

阵 满足如下条件： 

r +AfWN~(el—NsWN~)～NfWATc一 

{W+eM／M~+ =0， (10) 
【￡，>NsWN~

． 

那么，有 ≤ ， 的定义见式(8)． 

为了简化叙述先作如下定义： 

： (Pi’一￡一’』I、r N)一’A ． 

= A+(eMl +Dl DT) _。， 

Q=C+(eM2 T+D2D 71) ～， 

Q =Q (QQ )一’是 Q的 M—P逆 ， 

2： H+ T(y ，一 日LT)一1L日， 

r = 一’(Pi-’一￡一’』I、r 』I、r)一’( 一’) ， 

l = [一(eMl T+Dl D )·r· 

(eM2 +D2DD 一 

A 2Q 一eMl 一DlD ](Q ) ， 

W2=Q [(eM2 _f+D2DT)·r· 

(eM2 +D2DD + 

2Q +eM2 +D2D ](Q ) ， 

W3= (eMl +Dl D )·r· 

(eMl T+DlDT) + 

2 + ￡ l 一 + Dl D ． 

定理 1 设 艿l>0，艿2>0是任意小常数，给定 

对称正定矩阵 (满足[刚 = ；)和扰动衰减系数 

y；对于时变不确定系统(1)，如果存在 e>0使得下 

面两个Riccati方程 

APlAT—Pl+APlⅣT(el—NPlNT)一’NPlAT+ 

eMl +Dl DT+艿1，=0， (11) 

l P2+P2 {+P2 P2+ +艿2，=0 (12) 

分别有对称正定解阵 P1>0和 P2>0，并且满足 

el>NP1 N 和 y ，> ；那么滤波器参数为 

K=P2Q ，G=A—KQ，且滤波器对于所有可容 

许的参数不确定满足下面要求： 

1)增广系统(6)是渐近稳定的； 

2)稳态误差协方差矩阵 P存在，且满足 P< 

，即[P] ≤ ；； 

3)满足给定的扰动衰减系数 y，即 II H(Z)II 

< y． 

证 1)设 
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= [P。’ ]，Q ：[P。 )1]．c·3 
根据文献[4]的引理 2，得下式： 

( +△ )Qg +△ ) 一P，+ ≤ 

( 一e ) A +e吩 一P，+ D = 

=  

11=A(Pi-’一￡_1N ̂，)_1A +￡ 1 —P1+DlD 

(15) 

由式(11)，易知 l1=一 l，． 

l2 = 1 I = 

A(P 一￡一’N ̂，)一’(A—G—KC) + 

eMl(M1一KM2) +D1(D1一KD2) ． (16) 

把 G=A—KQ代入上式，得 12=0． 

1 =(A—G—KC)(P ’一￡一 ，̂)一 (A—G—KG) + 

G户2G +￡(Ml—KM2)(M1一KM2) + 

日 +(D1一KD2)(D1一KD2) ． (17) 

把 G=A—KQ和K=P2Q 代入上式，经过简 

单的推导，可得下式 

’ 22= W1 P2+P2 +P2 ，2P2+W3． (18) 

由式(12)知， 22=一 2，． 

现在得到 <0，并且根据式(14)易知下式成 

立 ： 

( +△ )Qg +△ ) 一 <0． (19) 

故增广系统(6)是二次型稳定的． 

2)易证下式成立： 

Pf + Pf el— fPf 一 fPf + 

eMfMYr一 +Df哦 = 

[一言’，一 ：，一GHL y：0，一 

比较式(20)和式(10)，得 P，> 

方差约束要求． 

龇  伽 T]<。． 
(20) 

W；故有 P<H，满足 

3)由于 <0，根据式(14)，有 

( +△ )Qg +△ ) 一 + <0． 

(21) 

将上式中 展开，得 

Af A eg Af A —Pf DI=D + 

(A，+△ ) y2，
一  

。 ](A，+△ <0． ( +△ )【0肌 (y2，
一

L舭 )一， J( +△ ) <0· 

(22) 

进一步，可得 

( +△ ) ( +△ ) ’一 + D +(A，+ 

△ ) (y ，一 ) Pg +△ ) <0． 

(23) 

根据离散时间有界实引理，易知 

l1日(。)ll = ll cr( 一Ar一△Ar)一’Dr ll <y． 

证毕 ． 

由推导过程 可知，定理 1是方差约束鲁棒 

H2／H 滤波问题有解的充分条件．文献[6]中的引理 

3表明，如果系统(1)是二次型稳定的，那么必定存 

在一个标量 ￡>0和一个矩阵 Pl，满足 NPl N <el 

和代数Riccati方程(11)；P．代表了系统(1)的状态 

向量协方差矩阵的上界． 

4 数值举例(Numerical results) 

考虑如下离散时变不确定线性随机系统E6 

A =[
一

。‘ ‘ 1
，
Dj=[。· 00 08 0 5J 0 0

． 1]， A=l l， =l l， L一 
． 

一  

．  

L 
． 

J 

c= ·。 ，。：= 。．·。．。8 ， =[：： ]， 
M2=0．1，N = l0．5 0．5 J， = l0．01 0．01 J． 

现确定滤波公式(3)中的参数矩阵 G和K，使稳 

态估计误差方差满足var[e1(k)]≤0．02= }， 

var[e2(k)]≤0．076= ；；且滤波器的扰动衰减系 

数 y≤0．012=一38．4 dB． 

利用本文的设计方法，可以很容易得到许多满 

足设 计 要 求 的结 果．这 里 给 出其 中一 个，当 

y：0．012，￡：1．89， l=0．31，时，并且将稳态估 

计误差协方差距阵的上界 日配置为 

日 = 
0 0．

。

076
1J． 日 = l 1． L 

．  

根据定理 1，得到滤波器参数为 

『一0．17795 0．09257 1 『 0．9764 1 
L一0．01529 —0．58288J L一0．0882J G ：l l，K = l 1． 

当干扰 W(k)是零均值单位方差白噪声序列 

时，日仅仅是估计误差协方差矩阵的上界，实际的 

估计误差协方差矩阵可以通过离散系统 Lyapunov 

矩阵方程(8)得到；当时变不确定矩阵 F(k)=1，0， 

一 1时，根据方程(8)，求得稳态估计误差协方差阵 P 

如下： 

『0．006496 —0．0094931 

L一0．009493 0．015080 J 

『0．006542 —0．009664] 

L一0．009664 0．015734 J 
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r 0．006596 I 

L一0．009872 

— 0．0098721 

I． 0
． 016543 J 

显然满足 [P] ≤盯 的要求．图 1是 F(k)=1，0．5， 

0，一0．5和 一1时，W(k)到三(k)的离散系统奇异值 

曲线，显然满足扰动衰减系数 y不大于 0．012的要 

求；设计结果要好于文献[6]的结果．图中 盯为奇异 

值，n为角度． 

∞  

b 

／rad 

图 1 离散系统的奇异值曲线 

Fig．1 Curve of singular value for discrete—time system 

总之，利用本文的设计方法，在给定估计误差协 

方差矩阵的上界 和噪声抑制系数 y后，适当地选取 

。， 2，e，根据定理 1就可以得到滤波器参数矩阵． 

5 结论(Conclusion) 

本文提出了一种方差约束鲁棒 H，／H 滤波方 

法，通过直接求解两个 Riccati方程后，综合出满足 

方差约束鲁棒 H2／H 滤波问题设计要求的滤波器； 

克服了文献[5，6]中有一个 Riccati方程不能直接求 

解的问题．同文献[5，6]相比本文的设计方法计算简 

单、易于应用． 
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