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摘要：对非线性离散系统辨识的研究，通常是将其转化成一个非线性优化问题．为此需要计算目标函数对参数 

向量的梯度，以往的方法需要求解一个矩阵差分方程，计算量颇大．依据系统输出量测值来确定含在系统中的未知 

参数向量，首先引进伴随状态向量，代替矩阵差分方程求解的是计算一个向量差分方程，从而大大简化计算，然后 

将这种梯度计算方法结合进拟牛顿信赖域法中．最后给出了应用此方法的一个实际例子，数值仿真的结果说明方 

法是有效的． 
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Abstract：The usual identification approach to nonlinear discrete systems is to use nonlinear optimization methods to esti— 

mate the parameter vector．Th us，the gradient of a cost functional with respect to the parameter vector must be computed and then 

a first order matrix difference equation should be solved with the commonly used methods． e discrete—time system considered 

in the paper is described by a fast order vector difference equation．One of the identification objects is to estimate unknown pa— 

rmr~ter vector contained in the system based on the measurement outputs ofthe system．First，a first order vector difference equa— 

tion Was solved to reduce the computational load after introducing an adjoint vector．Then，an algorithm Was presented combining 

the adjoint identification approach with a Quasi—Newton trust region algorithm，which is a global convergence Quasi—Newton 

me thod．Finally，an example Was 西ven to illustrate the effectiveness ofthis method． 
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1 引言(Introduction) 

对非线性离散系统辨识的研究，一直受到人们 

的特别关切，一直有大量的文章出现在期刊上，总结 

研究成果 的书也不少，其 中影 响较大的有文献 

[1～3]． 

本文考虑一般非线性离散系统，它由一个非线 

性一阶 n维向量差分方程描述，系统的输出也是一 

个含系统状态的 m维非线性向量，系统中含有未知 

的P维参数向量．系统辨识的任务之一是依据系统 

的输出来估计模型的未知参数． 

对于上述问题，目前有两大类处理方法：一是将 

有关函数线性化，然后按线性问题处理，显然这种方 

法的精度较差；另一类方法是将问题转化成非线性 

优化问题，由此衍生的有最速下降法、共轭梯度法、 

Guass—Newton法 、Guass—Newton—Levenberg—Marguardt 

法、拟牛顿法及牛顿法等．这些方法都要求计算目标 

泛函对参数向量的梯度，为此必须求解一个维数为 

n×P的矩阵差分方程，当参数个数 P很大时，计算 

量是很大的． 

为减少计算量，引进与状态向量同维的伴随向 

量，它满足一个一阶向量线性差分方程，借助于这个 

伴随向量便可计算出目标泛函对参数向量的梯度． 

由于无需解矩阵差分方程，从而大大简化了计算． 

2 问题的描述与主要结果(Desc邱tion of the 

problem and the main result) 

考虑下列非线性系统 
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(t+1)：f( (t)，t；q)，x(o)： 0，t E n． 

(1) 

其中 (t)E曼 是状态向量， ；{0，I，2，⋯}，q E 

是参数向量，厂：曼 × ×≥， 一 曼 是已知函数． 

系统的输出是 

z(t)=g( (t)；q)，0≤ t≤ M． (2) 

g： × 一 是已知函数． 

本文中用 表示 维欧氏空间， 表示实数域． 

作者的目标是依据实际量测输出z(t)(t=0， 

1，⋯， )来确定未知的参数向量 q． 

根据文献[4]，在系统(1)中，给定 q E ，系统 

(1)就有唯一解 (t)．为了表示解 (t)对 q的依赖 

关系，记 (t)= (t；q)，有时为简洁还记 (q)或 

． 然后可相应计算出 g( (t；q)；q)． 

于是可将确定 q的任务，转化成为下列 目标泛 

函的极小化问题： 

．，(q)； 1∑ ll g( (￡；q)；q)一z(￡)ll 一rain． 

(3) 

为了使用非线性优化方法求解(3)，必须计算 J(q) 

对 q的梯度： 

_『(q)； gradJ(q)E ． (4) 

常规方法是必须求出系统(1)的切线方程，它是一个 

n×P的矩阵差分方程．本文的主要结果就是简化此 

计算，现将其叙述如下： 

定理 1 设 厂： ×N× 一 与g：R × 一 

曼 是连续可微函数，则 

_『(q)：gradJ(q)= 

] ’p(￡+I)+ 

【 等 ] ’[g( ．g)．g) c)]． 
(5) 

其中 (￡；q)是(1)的解， of和 Og分别是厂与
g的 

Jacobi矩阵，分别为 n×P维和m×P维，P(t)E曼 

是引进的伴随状态向量，它由下式确定 

p( )：[ (- ]Tp( +1)+ 

【 ]T[g 啪))- )]， 【—■ J Lg( 啪 J’ 
p( +1) 0． 

(6) 

其中 t E雨， (t；q)是系统(1)的解 

定理的证明将在下节给出． 

3 主要结果的证明(Proof of the main result) 

为证明定理 1，要做一些数学预备工作．首先， 

从文献[4]引入下列结果： 

引理 1 若
．
厂： × × 一 是连续可微的， 

则系统(1)的解 (t；q)是 q的连续函数，即 V￡> 

0，]7(￡)>0，使得当 ll q—qo ll< 时，便有 

ll (t；q)一 (t；q0)ll<￡，t E rj． 

定义 1 称向量值函数 ： 一 是 G~teaux 

可微的，如果 V h E曼 ，0 E冀，极限 

吉[ ( +Oh)一 ( )]=L (7) 
存在．记 L：wf( ，h)，称其为 在 点沿h方向 

的G~teaux导数． 

注 1 当dw( ， )关于 为连续，关于 h为线性时， 

可以证明 dw( ，h)= ’( )h，此处 ( )是 在 处的全 

导数． 

定理 2 若 厂：R × × 一蔓 是连续可微的， 

则 V q E ，系统 (1)的解 (t；q)关于 q是 

Ggteaux可微的；且 V h E ，Ggteaux导数关于 q 

连续且关于h是线性的，因此 dx(q，h)= (q)h． 

若记 露= (q)h，露由下式确定： 

露(￡+1)： (￡)+ 
d 

， E雨． (8) 
dq 

露(0)：0． (9) 

其中 (t；q)是系统(1)的解． 

证 在所给的条件下，系统(1)存在唯一解，且 

由引理 1知 (t；q)连续依赖 q．进一步，还有 (t； 

q)关于 q Ggteaux可微，Ggteaux导数dx(q，h)关于 

q连续且关于 h线性(证明略)．下面证明 (t)： 

(t；q)h满足式(8)． 

将 q与口=q+Oh(0 E R)代入到系统(1)中， 

相应可得到解 (t)= (t；q)及牙(t)： (t；厅)，即 

(t)满足系统(1)，而 (t)满足 

牙(t+1)：f(贾(t)，t； )，牙(0)= 0．(10) 

式(1O)减去式(1)，再除以0(0≠0)，便有 

去[牙(t+1)一 (t+1)]= 

1厂(牙(￡)，￡；口)一f( (￡)，￡；q)]： 

厂(牙(￡)'c．口)一 (￡) )]一 

f( (￡) )一f( (￡) q)]： 
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±! 二 ! 二 

a x 8 

f)，t；q+r(口一g)) g—g
． 

___ ’ 

式中，使用了积分形式的中值定理．令 一 0，由于 

(f；g)关于 g可微，因而 l ira 1[ (f)一 (f)]= 

(t)．由引理 1及关于
．厂的假定，有 

(t+1)= 

(_ ( )d +f (_ d ： 
J 0 d x j 0 (1 0 

)+ ， 
U x d q 

此即为式(8)． (0)=0是显然的． 

定理 1的证明 若 V h∈ ，数 ∈ ，令 厅： 

g+0h， (t)= (t；g)，戈(t)= (t；口)，由．，(g)的 

定义(3)有 

．，(g+能)一．，(g)]= 

{llg( ( )；口)一z( )ll2_ 

ll g( (t；g)；g)一z(t)_l }= 

1

，’∑{[(g( (f)；口)一z(f)，g( (f)；口)一z(f))一 

(g( (t)； )一z(t)，g(戈(t)； )一z(t))]／8+ 

[(g( (t)；口)一z(t)，g(x(t)；口)一z(t))一 

(g( (t)；g)一z(t)，g( (t)；口)一z(t))]／8+ 

[(g( (t)；g)一z(f)，g(x(f)；口)一z(f))一 

(g( (t)；g)一z(t)，g( (t)； )一z(t))]／8+ 

[(g( (f)；g)一 (f)，g( (f)； )一 (f))一 

(g( (t)；g)一z(t)，g(z(t)；g)一z(t))]／8}． 

其中(a，b)表示 a与 b在欧氏空间 Rm中的内积， 

令 一 0，便得到 

．， (口)h= 

f( ( ；g)，g( ( )；g)一 ( ))+ 
f．0 t d 

( ，g( (f)；g)一z(f))
J
}= 

口 口 

([ ]T[g( ( )；g)一z( )]， ( ))+ 

([ ]T[g( ( )；g)一z( )]， )． 
(11) 

在 卜 中 I田了 冬 件 fn、一 n 再 I用育 程 f61． 

则 (11)的第一项 

薯([ 】T[g( ( ；g)；g)一 ( )]，戈( ))： 
∑M(p( )

一 『 ]Tp( +1)，戈( ))： 
f：0 c， J 

∑(p(f)， (f))一∑(p(f)， 

( 一1))： 

∑M( ( )
一  ，_(_三二 I_ ( 一1)，P( ))： 

( ，P( ))： 

]T m)： a
g J ⋯ 

+1) ． (12) 

在上式推导中，用了戈(0)=P(M+1)：0及式(8)， 

再将式(12)代人到式(8)中，有 

J (q)h= 

[ 川+ 

[ ]T[g( ( )；g)一 ( )]， )，(13) 
由此便可得到 

)：芝[ ⋯)+0 q f-L d J 

[ )；q ㈩]， 
(14) 

此即为式(5)． 

4 拟牛顿信赖域法(Quasi—Newton trust-region 

method) 

拟牛顿法是一种高效的非线性优化方法，它无 

需计算 Hesse矩阵，但却有牛顿法的二阶收敛速度， 

然而它如同牛顿法一样，是局部收敛法．信赖域法是 

克服局部收敛的一种方法，即不论初始点给在何处， 

它都能保证迭代序列收敛到某个极限点上，依据文 

献[5]，结合优化问题(3)，给出以下的算法： 

步 1 给出 q0∈ ，B0∈ p且正定，A0> 

0，￡≥0， l>1> >0，0<f13<f14<1．令 k= 

0，再按公式(5)计算 

j0=gradJ(qo)； 

／ ／ ∑ ∑ 
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步 2 如果 ll ll≤￡，则停止，否则解优化子 

问题 

rain (d)= +{ B d， (15) 
d∈ ’ - d ≤ 。 

记 d 是问题(15)的解； 

步 3 根据公式(19)计算 ，令 

：  萋 c 16一、) +l 1 廿 ，、 L ， 有 ≤U． 
再选取 △⋯ 使其满足 

△ +1∈ 

其中 [1， ] 

3≤P4}； 

(17) 

{ J 

步4 按公式(5)计算 +̂1=gradJ(qk+1)，再 

按下式计算 B +1，k：=k+1转步 2． 

其中 

华一警挚， 若 ≠ + 一 ’ 右 ≠ 
B +2[J(q +d )一J(q̂)一 

d 1 dTBkdk] dk dT
， 若 ， 

(18) 

Y =jk+1一jk， =B Y ， 

A re dk 

d

J qk J qk⋯dk = ( )一 ( + )， 

Predk= q~k(O)一 (dk)， 

为求解优化子问题(15)，从文献[5]引入 

引理 2 d 是子问题(15) 

饥(d )= min 饥(d)= +{ B d 
dE ．}】dl}≤△ 。 

的解：当且仅当存在 ≥0，使得 

(B + ，)d =一 ， (20) 

(A 一 ll d l1)=0， (21) 

而且 + ，是正定矩阵． 

由式 (20)可 以确 定 ll d ll = ll(B + 

h i)一 ll≤ A ．当 ll d ll<A 时，由式(21)知 

= 0；否则 ll(B + ，)一 ll：A ．为了确定 

， 必须求解非线性代数方程 

(B + ，)一 ll=△ ， (22) 

但方程(22)的性质不太好，可将其转化成等价方程 

( )； (B 
+ ，)一jk ll 

冉用午顿法求解上述方程 ， 给定 0>0，置 l=0， 

迭代计算 

f一 ， (24) 

容易算出 

， (25) 

其中 H( )： + ，． 

应用上列算法给出一个算例： 

例 给定离散系统 

(t+1)= 

。 ( )sjn ( )+[2+。z — ]c。s ( )， 
(0)=0， 

(26) 

系统的输出量测为 

(t)= (t)[1+a3sin (t)]， (27) 

待定参数为 q=(口1，口2，a3) ∈， ． 

计算中，设实际值 口1=1，口2=0．5，口3=0．4， 

参数 1=1．1， 2=0．8， 3=0．3，94=0．7，M= 

30，B0=3*E，E为 3阶单位矩阵． 

初值为 口J=1．2，口2=0．3，口3=0．6时，循环 

次数为68，辨识的结果 口1=1．0002，口2=0．5003， 

a3= 0．3999． 

初值为 01=1．3，口2=0．7，口3=0．1时，循环 

次数为53，辨识的结果 口1=1．0003，口2=0．5004， 

a3= 0．3999． 

初值为 n1=0．8，口2=0．3，口3=0．6时，循环 

次数为34，辨识的结果 口1=0．9999，口2=0．4999， 

a3= 0．4001． 

初值为 n1=1．6，口2=0．1，口3=0．8时，循环 

次数为 73，辨识的结果 口1=1．0003，口2=0．5004， 

a3= 0．3999 ． 

4 结论(Conclusion) 

作者研究了依据系统输出量测值来确定含在系 

统中的未知参数向量的辨识问题，引进伴随状态向 

量，用求解一个向量差分方程代替求解矩阵差分方 

程的计算，从而大大简化了计算．将这种梯度计算方 

法结合进拟牛顿信赖域法中，算法是全局收敛的，数 

值仿真的结果说明方法是有效的． 
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