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摘要：研究了层次分析法中判断矩阵元素取值对权重排序稳定性和一致性的影响．通过判断矩阵主特征值与 

特征多项式含三次幂系数之间的负相关关系，导出了使判断矩阵一致性比例最小时元素的最优取值，得到了在该 

值左侧时判断矩阵一致性单调递减，而在右侧时单调递增的结论，由此设计了迭代算法求出使判断矩阵具有满意 

一 致性时元素的取值范围．并结合保持方案排序不变时的灵敏度分析结果，给出了一个既能保持方案排序不变，又 

能使判断矩阵符合满意一致性的决策区域．最后给出了进行决策区域分析的一个例子． 
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Integration of the sensitivity analysis an d consistency an alysis 

on the decision making region 

ZHU Jian-jun，LIU Shi—xin，WANG Meng—guang 
(School of Informadon Science and Engineering，Northeastern University，Shenyang Liaoning 1 10004，China) 

Abstract：The effect ofthe value ofone entry ofthe comparison matrix on the priority stabihzation and consistency ratio in 

the Analytical Hierarchy Process(AHP)is studied．First，based on the conclusion of the negative correlation between the princi— 

paI eigenvalue and the coefficient ofdegree n一3 ofthe charac~ristic polynomial of the comparison matrix，the optimization val— 

He of the entry that keeps the matrix having the minimum consistency ratio was obtained．Th e consistency ratio monotonously de— 

creased to．the left side ofthe optimization value，while it monotonously increased to the right side．Second，an iteration algorithm 

Was suggested tO find the changeable range of the entry that keeps the matrix having the satisfactory consistency．Third，a deci· 

sion making region that guaranteed the ranking of the altemative and keeps the matrix having the satisfactory consistency Was 0b— 

tained．F'mally，an example Was given to illustrate the approach． 

Key words：analytical hierarchy process；sensitivity analysis；consistency analysis；integration decision making region 

1 引言(Introduction) 

层次分析法⋯(analytical hierarchy process，简称 

6 )是美国数学家 Saaty教授于 20世纪 70年代提 

出的一种系统分析方法，适宜解决难以完全用定量 

方法分析的多准则决策问题．灵敏度分析l2～5i和一 

致性分析[ l_是层次分析法中两个重要研究内容． 

灵敏度分析研究保持方案排序条件下判断元素的可 

变范围，常用来分析方案排序的稳定性．若灵敏度分 

析后得到的新判断矩阵不满足满意一致性条件，则 

灵敏度分析失去意义，故需将灵敏度分析与一致性 

分析相结合进行研究．本文针对这一需求，首先研究 

了灵敏度决策区域和满意一致性决策区域的计算方 

法，进而给出了既能保持决策者的原始偏好，又满足 

一 致性要求的综合决策区域．据作者掌握的资料，国 

内外尚无将两者结合研究的报道．本文基于现有研 

究成果做了一些工作，得出了一些有益的结论． 

2 灵敏度分析(Sensitivity analysis) 

记，A=(％) ，‘，={1，⋯，n}为下标集合，n 

为 A的阶数，Wi(i=1，⋯，n)为 ／4导出的权重，CR 

为一 致性 比例，其 中，CR(A) = 

(A)为A的主特征值，R，为随机一致性指标(取 

值见文献[1])． 

作灵敏度分析时，有两种情况能保持方案排序 

不变，即最优方案不被取代，及任意方案之间排序保 

持不变．两种情况处理方法类似，本文中以任意方案 
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之间排序不变进行说明． 

设由A得出的权重排序为Wl≥W2≥⋯≥W ， 

考虑元素 a 和a 的变化范围(其他元素取值保持 

不变)，为使所得的新判断矩阵的导出权重排序与原 

判断矩阵相同，记 a 的可变化范围为[口 ，口 ]， 

s，t E J．由判断矩阵的互反性(口 ： )，计算 A 

的上三角部分的元素即可，结果如下l ： 

当 I s—t I≠1时， 

L
= astm ax(( 

(1) 

％u = astmin(( 
当 t=s+1时， 

I ／W ＼ 
￡ r＼ J ， 

。 

(2) 

U
= astmin(( 

其中，口 是a 的取值下限，口 是其取值上限． 

记 Dl={ I口“L≤ ≤口U“，s，t E J}，称 Dl为 

灵敏度决策区域．当决策者认可原判断矩阵导出的 

权重排序，而对某个判断不能准确把握时，只要在 

D．内作适当调整，就能保持排序不变． 

3 一致性分析(Consistency analysis) 

决策者在 D，内分析元素 a 的变化对权重排序 

的影响时，需满足判断矩阵的一致性条件，否则灵敏 

度分析没有意义．由于判断矩阵的一致性和元素的 

数学关系复杂，本节首先研究元素与一致性的关系， 

然后给出满意一致性决策区域的计算方法． 

3．1 元素与一致性的关系(Relationship between one 

entry and the consistency ratio) 

文献[6]在研究不完全判断矩阵的权重求解时， 

分析了 n阶(n≥ 3)判断矩阵 A的特征多项式 

P ( )= +cl +⋯+c 中 一 项系数 c3和主 

特征值 一(A)的关系，得到了如下性质． 

性质 I 对判断矩阵A，主特征值 一(A)和C3 

的关系为：c3越大， 一(A)越小；反之，c3越小，则 

A一(A)越大．其中，c3按下式计算： 

(2一( +盖))． (3) 
本文基于性质 1，得出定理 1和定理 2，为判断 

矩阵的灵敏度和一致性分析奠定了理论基础． 

定理 1 由判断矩阵 ，令 a a = I／a 

s，t E J，其他元素值不变，求问题 P。最优解得 

=  盯 ． 

Pl： max c3( “)， 

S．t． >0． (4) 

令 B =(b ) ，当 ≠s，J≠t时，b =a ；当 = 

s，J=t时，b =X s t，6 =1／X st．有关系 C (B)≤ 

CR(A)，并且对于 >0，CR(B)最小． 

证 按性质 1，当 c3(Xs )取最大值时， 一( ) 

取最小值，由 CR(A)和 的关系，可得 CR(B)≤ 

CR(A)，且 CR(B)最小． 证毕． 

性质 1给出了判断矩阵主特征值与特征多项式 

第 3项系数的关系，定理 1说明在分析判断矩阵元 

素和一致性的关系时，可以避开复杂的特征值计算． 
1 

需要说明的是，P。的约束条件没有写成 1≤ 

≤9，而是根据文献[12]将 1～9标度扩展为 

1～∞标度，因此有 >0，这样能更为准确地反 

映决策者的偏好． 

3．2 满意一致性决策区域(Satisfactory consistency 

decision making region) 

定理 2 对判断矩阵A，设 X=( ) ，当 ≠ 

s，J≠t时， =a ；当 =s，J=t时，xij= 

= 1／x 令 c ( )= )，由定理 1求解问题 

P。得 ，则有如下结论：在 主左侧， )单调递 

减；在 主右侧， )单调递增． 

证 将判断矩阵 的元素代人式(3)可得如下 

等价表达式： 

c Xst =d一 p+ )， >。．c5 
式中 

a s
_ _

kk

+

。 

air

州

~ asjajt， 

q = +
。 

a

％

n + 
， 

d为常数项(不含 )，于是，问题 P。化为 

P2： maxd—f卫+ )， 
s．t． “>0． (6) 

)与 的数学关系比较复杂，但由式(5)和性 

质 1的 c3和 一 的关系，极小化厂( )等价于极小 

化函数 g( )，于是得 

P3： ming(Xst)： + 
Xst 

s．t． “>0． (7) 

由式(7)的函数曲线可知，在 主左侧，g( )单调递 
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减；在 右侧，g( )单调递增．由f( )和 g( ) 

的等价性，即可证明． 证毕． 

在判断矩阵的构造过程中，难以具有完全一致 

性，一般在 CR≤0．1时认为判断具有满意一致性． 

根据定理 2，当 。 =X s t，其他位置上元素数值不变 

时，判断矩阵有最好的一致性．由此，以 为中心 

构建区域[。 ，。 ]， 

。 = 一 ，。 = 一 ， (8) 

式中， 为具有满意一致性时元素。 的左临界值， 

为右临界值， ≥0， ≥0．令 D2={ I。 L≤ 

≤ 0 U s
，t∈J}，称 D2为满意一致性决策区域． 

由于 CR( )与元素 。 之间关系复杂， ， 

难以计算，故以 为例设计迭代算法求解， 的求 

解方法类似，步骤如下： 

步骤 1 当 0 >X s t时，若 CR(A )<0．1，令 

0 
。=0 +r ；若 cR(A )>0．1，令 0 。=0 一 

r ．当 0Ⅱ<X s t时，令 0 =X s t，0 。=0 +r ． 

步骤 2 计算 CR(A“。)．若 CR(A“。) 0．1， 

停止， =。 。．否则 k=k+1，转步骤 1． 

其中，A 为第k步迭代的判断矩阵，k为迭代步 

数，初始值为 1；“ ”符号的意义为近似等于；r 为 

第k次迭代步长，0．1≤r ≤1．当 CR(A )与0．1相 

差较大时，r 适当取大，反之则取小．上述迭代算法 

有如下收敛性定理． 

定理 3 若按上述步骤进行迭代，必经有限步 

迭代后终止，最终一致性数值接近0．1． 

证 由定理 2，在 主左侧，f( )单调递减；在 

主右侧，f( )单调递增．当 。 > X s t时，若 

(A )<0．1，令 0 。=0 +r ，则 CR(A“。)> 

cR(A )；若 CR(A )>0．1，令 0 。= 0 一r ，则 

CR(A“。)<CR(A )．因此经过有限步迭代后，一致 

性定能接近 0．1．同理可证 。 <X s t的情况． 

证毕． 

4 灵敏度和一致性综合分析(Integration of 

the sensitivity analysis and consistency analy— 

sis) 

由第 2节和第 3节，分别得到基于灵敏度分析 

的决策区域 D．和基于满意一致性的区域 D ．将两 

者相结合，则有 

D =Dl n D2， (9) 

称 D为综合决策区域． 

在 D内适当调整判断元素，既能保持方案的排 

序，又能保证判断矩阵的一致性，由此得到的权重可 

靠性增加． 

若原判断矩阵满足一致性条件，则 D必为非空 

集．若不满足一致性条件，则 D可能为空集．若为空 

集时，应先按文献[6]等方法进行判断矩阵的一致 

性改进．D为非空集时，可在 D内进行一致性改进． 

从这个角度，本文结果还可作为一种判断矩阵一致 

性改进的方法． 

5 算例(Example) 

对判断矩阵 A= 

1 1／9 2 1／5 

9 1 5 2 

1／2 1／5 l 1／2 

5 1／2 2 1 

，采用特 

征根方法得到权重排序为W2>W4>Wl>W3，假设 

决策者认可基于 A的排序，但对 。． 取值不能把握． 

由式(1)得到保持排序结果不变条件下 。． 的 

可变化范围为 D．=[1／50，212]；由式(8)迭代计算 

得到 。l3的满意一致性区域为 D2=[1／9，2]．由式 

(9)，若决策者在 D =Dl n D2=[1／9，2]内调整 

。。3，则既能保持原方案排序，又能满足判断矩阵的 
一 致性要求，将得到的权重作为决策依据的可靠性 

增大；而在[1／50，1／9]范围内，则不能满足判断矩 

阵的一致性要求，此范围内的灵敏度分析结果没有 

意义． 

6 结语(Conclusion) 

判断矩阵的灵敏度分析必须和一致性分析相结 

合，作者从两者相结合的角度出发，提供给决策者合 

理的决策区域，既保持决策者的偏好，又满足判断的 

逻辑一致性要求，具有较大的实用价值．需要强调的 

是，对判断矩阵进行灵敏度分析和一致性分析得出 

的决策区域，仍要与决策者交互，数学分析仅提供一 

种参考 ． 
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