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摘要：讨论了异常波动市场中容许借贷的消费与投资策略问题，阐述了随机最优控制理论应用于现代金融理 

论研究中的一种方法．首先给出了金融市场中不确定性的随机模型，利用 It6公式，得到了与消费及投资策略有关 

的财富过程的随机微分方程，并建立了最优消费与投资问题的随机控制模型．根据随机最优控制理论，导出了目标 

函数满足的 Hamilton—Jacobi—Bellman(HJB)方程．通过对 HJB方程的讨论，得到了最优消费与投资策略的分段表示函 

数，并就 Hara效用函数进行讨论，得到了具体的消费与投资策略． 
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Optimal consumption and investment policies in the market 

with abnormal fluctuating source 

GUO Zi-jun’ ．wu Rang—quan 

(1．Science College，DDn曲ua University，Shanghai 200051，China； 

2．Science School，South China Agriculture University，Guangzhou Guangdong 510642，China) 

Abstract：For the market with abnormal fluctuating source，the decision of consumption and investment iS studied and a 

method that USes stochastic optimal control in financial theory is proposed．First of all，the stochastic model about uncertainty in 

financial market was introduced．By using Ito formula，the stochastic differential equation for fortune that was concemed with the 

decision of consumption and investment was given，the stochastic control model for consumption and investment was estabfishod ． 

By l】Sing stochastic optimal control theory，the Hamilton—Jacobi—Bellman(HJB)equation for target function Was gotten．By dis— 

cussing the HJB equation，some pathwise function based optimal decision Was acquired．Finally，the decision for Hara function 

Was given． 

Key words：market with abnormal fluctuating source；decision of consumption and investment；utility function；stochastic 

differential equations ；It6 form ula；stochastic optimal control 

l 引言(Introduction) 

自1971年 Merton R．C关于连续时间的最优消 

费和投资策略发表以来，消费与投资策略一直是人 

们关心并研究的问题llj．在 Merton问题中，假设投 

资者可选择的金融资产是两种典型资产，即储蓄、国 

库券等无风险资产以及股票等风险资产．投资者在 

金融市场投资的目的是获取收益，使自身的财富增 

加，并通过财富的消费使自身效用最大化． 

随着此类问题研究的不断深人，非完全金融市 

场的研究已经成为近几年来的研究热点，并取得了 

不少成果l2j．非完全市场是由很多因素的影响造成 

的．如政治与政策、制度与法规、突发事件以及不对 

称信息等．在经典的完全市场中，股票价格模型多用 
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几何布朗运动刻划．进一步的研究发现，几何布朗运 

动模型导致的偏差是不容忽视的．实践上，没有一个 

股票市场符合几何布朗运动．人们从几何布朗运动 

出发，提出了更加符合股价变化的数学模型．在股价 

随机波动的基础上，考虑主力交易者等引起股价异 

常波动的情形，吴文锋等提出了具异常波动的股价 

模型[ ] 

ds=a(t)sdt+f~sdt+asdw． 

本研究基于以上股价模型的投资与消费策略， 

并对市场作如下假设： 

1)市场中包含一种利率为常数的无风险债券 

和一只风险股票； 

2)市场中没有税收和交易费用，股票有红利支 
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付； 

3)容许投资者以固定利率借款． 

2 数学模型(Mathematical mode1) 

假设投资者选择一种无风险债券，其价格服从 

微分方程 

dpo(t)= rpo(t)dt，po(O)=P0o， (1) 

而选择的风险股票价格服从随机微分方程 

『dp1(t)=／lp1(t)dt+口(t)P1(t)dt+apl(t)dw(t)， 

【P1(0)=P1o． 

(2) 

其中 (t)是标准 Brown运动， 为股票的升值率， 

>0为股票价格波动率，a(t)为短期股价异常波 

动率． 

设初始资本为 ，C(t)表示投资者的 可料消 

费过程， (t)表示投资者的财富过程，u(t)表示 t 

时刻投资在股票中的资产比例，则 t时投资于风险 

股票的金额为u(t) (t)，投资于无风险债券的金额 

为 (t)一u(t) (t)．考虑到以上动态投资组合，有 

dx(f)： dpo
Po t 

(f)+ ， 

dpl(f)一c(f)df_ (3) 
P1(t) up 一 。 

以式(1)与(2)代人式(3)，则有投资者的财富过程满 

足如下随机微分方程 

dx(t)=[ (t)+口(t) (t)u(t)+ 

(b+ 一r) (t)u(t)一(R—r) (t)一 

C(t)]df+盯u(t) (t)dw(t)， 

(0)= >0， 

其中 (t)是借款数额，R为借款利率，满足 ≥ 

R≥r>0，b为股票红利率． 

控制 变量 u(t)，C(t)， (t)都 非 负 时，称 

(u(t)，C(t)， (t))为容许控制．容许控制集记为 

D．投资者的值函数定义为 
r+∞ 

V( )=supEI e- (c(t))dt． 
D J O 

其中 是上凸的效用函数，且满足 U >0，／2' <0． 

为贴现因子． 

3 最优消费与投资策略(Decision of optimal 

consumption and investment) 

根据随机最优控制理论，值函数满足如下 HJB 

(Hamilton．Jacobi．Bellman)偏微分方程： 

pv=max{I_1 0-2u (t) (t) +[ (t)+ 
厶  

b(+ 一r)u(t) (t)+口(t)u(t) (t)] + 

(R—r) (t) 一C(t) +U(C，t))}， 

并且，在上凸效用函数假设下， 在(O，+∞)关于 

是单调增加且上凸的二次可微连续函数[ ． 

为求解上述 HJB方程，得到最优投资与消费策 

略．定义算子 

R = m a
。x {吉 u (f) (f) + 

u≥O， ≥ O 

[(b+ 一r)u(t) (t)+口(t)u(t) (t)一 

(R—r) (t)] }， (4) 

L =max{一c(t) +U(C(t))}． (5) 

对以上 HJB方程关于 u(t)，C(t)分别进行优 

化，可以得到最优消费策略和投资策略．为此，得到 

如下两个定理． 

定理 1 投资者的最优投资策略为 

1)若 

)> ， 

则投资于股票的比例为 

u )= 
t 

< l' 
，盯一 

投资债券比例为1一u (t)，无需借款． 

2)若 

一 (b+ +口(t)一R) 

盯 

一 (b+ +口(t)一r) 

盯 

≤ (t)≤ 

则投资于股票的比例 u (t)=1，投资债券 的比例 

为 0，无需借款． 

3)若 

)< 爰止 ， 
则投资于股票的比例为 

u )= 爰 >l' 
投资债券的比例为0，需借款 

c)- 爰 盯。 
证 V( )当u(t)≤1， (t)=O或 u(t)>1， 

(t)：u(t) (t)一 (t)>0时取最大值． 

1)假设 (t)>0，贝0 (t)=u(t) (t)一 (t) 

代人式(4)并在式(4)中对 u(t)最大化可得 

u )= 
t 

≤ 
，盯 
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二 ± ± 二!! 
(t) 。 

㈩ <1与 

假设矛盾． 

因此 (t)=0．在式(4)中对 u(t)最大化得 

u )= 
t 

< l， 
I ， 。 

相应投资债券的比例为 1一u (t)． 

2)假设 (t)>0，同 1)对 u(t)最大化得 

u )= ， 

此时 因 )≥ ㈩  

≤1与假设矛盾． 

因此 (t)=0．在式(4)中对 u(t)最大化得 

u )= >·或 u )-1． 

而 u (t)>1与 (t)：0矛盾，从而投资于股票 

的比例为 “ (t)：1． 

3)假设 (t)=0，同2)对 u(t)最大化得 

“ )： 
t I J 一 

而 u (t)>1与 (t)=0矛盾． 

因此 (t)>0．同 1)对 u(t)最大化得 

u )= t ， ， 

此时因 

)< ， 

从而 

u )= 
t I ， 一 

需借款 

V 。 f 

投资债券的比例为 0． 

定理 2 投资者的最优消费策略为 

c ( )=(U ) (vx)． 

只需从 L 出发即可证明此定理． 

4 Hara兹 用函数的消赘与投资策略(Deci— 

sion of optimal consumption and investment 

about Hara utility function) 

设效用函数为 U(c(t))= c (t)，0< < 

1，代入值函数可得 V(Kx)：KYV( )．因此 ( )： 

Kxy．此时 

：  ， ( _l( )=( ) 1
．  

于是可得到关于 Hara效用函数的最优消费与投资 

策略． 

定理 3 投资者的最优投资策略为 

1)若 

· > ， 

则投资于股票的比例为 

u )= <·， 

投资于债券的比例为 1一u (t)，无需借款． 

2)若 

≤ -≤ ， 

则投资于股票的比例 u (t)=1，投资债券的比例 

为0，无需借款． 

3)若 

·< 靖 ， 
则投资于股票的比例为 

u )： >l' 

投资债券的比例为0，需借款 

(t)= —± ； (t)一 (t)． 

定理 4 投资者的最优消费策略为 

c ( (t))：(U ) ( )=( ) (t)． 

在经典金融市场中，Menon[ ， ]研究了无红利支 

付、借款利率与存款利率相等、Hara效用函数情形 

下，投资者的最优投资与消费策略．若 口(t)=0，R 

：r，6=0(无红利)，由定理3，可推得Melton问题 

的投资策略为u (￡)： “_— ，最优消费策略 ，，一r 
(1一 ) 

由定理 4给出． 
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由定理 1知 

A(t) f sint一1 
= I —l 1 ＼ 

． I， 
sint一 1， 

ll A(t)ll= 

1+I sint一1 I=2一sint≤2，V t∈ [to，+∞)． 

则当6铲 ( =1，2)满足 
一 1一qe ≤ 6 ≤ qe 一1，后∈ I T 

时，系统(11)的平衡点(0，0)是渐近稳定的．这里常 

数 q<1，定义如前所述． 
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