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具线性脉冲的微分系统的稳定性 
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(华中科技大学 数学系，湖北 武汉 430074) 

摘要：研究了具有线性脉冲作用的常微分系统平衡态的稳定性问题．应用常数变易法和 Lyapunov方法，证明 

了在文中假设的条件下，总存在线性脉冲控制使一般非自治常微分系统的平衡态是一致渐近稳定
． 将 自治微分系 

统作为特殊情形，在更一般的条件下得到了相同结论 ．最后给出了自治微分系统和非自治微分系统的两个例子以 

说明所得结论． 
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Stability of differential systems wi廿l linear impulse 

LIU Shao—ping 

．  (DcparUncnt of Mathematics，Huazhong University of Technology，Wuhan Hubei 430074，China) 

Abstract：The stability of equilibria of ordinary differential systems with linear impulse is discussed．Using the method of 

the variation of parameters and the Lyapunov method ，it was shown that there always existed a linear impulse such that differen— 

tial systems  were stable under some conditions．Especially，for autonomous ordinary differential systems ，the same conclusion Was 

drawn un der m0 general conditions．Finally，two examples of autonomous system and non-autonomous system were given
．  
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1 引言(Introduction) 

近些年来，脉冲微分方程的研究与应用引起许 

多数学工作者的关注和兴趣[卜 ．文献[6]对常微分 

脉冲系统的零平衡态的稳定性进行了讨论，给出了 

判别零平衡态是一致渐近稳定的充分条件(下述命 

题 1．1)．作为对这个结果的应用，本文讨论了具有 

线性脉冲影响的常微分系统的平衡态的稳定性，利 

用常数变易法和 Lyapunov函数证明了在一定条件 

下，总存在线性脉冲控制使常微分系统的平衡态是 
一 致渐近稳定的．自治系统作为特殊情形，在更一般 

的条件下具有相同结论． 
一 般常微分脉冲系统可描述为 

fdx／dt=f(t， )，t≠ z-k， ，、 

【Ax= Ik(X)，t= ， E N， 一 

其中 X E X：R ；厂E C[ ×曼 ， ]是关于 X满 

足Lipschitz条件的，以保证系统(1)关于初始条件的 

解存在且唯一；脉冲时刻 E={ }c +，满足r1< 

r2<⋯ <⋯且lim =+∞；脉冲函数 ： 一 
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R ．若定义在[t0，+∞)上的函数 X(t)满足： 

a)在 [t0，+∞)上左连续 t0≥O；b)在 (t0，+ 

∞)＼E上可导；C)V ∈ E，X(r )=limx(t)= 
一r： 

X( )+Ik(X( ))，则称 X(t)是(1)的解． 

对于系统(1)，若 V t E ，
．厂(t，0)=O；V E 

N， (0)=0，则X=0是一个平衡点．关于这个平衡 

点的稳定性(脉冲微分方程平衡点的稳定性定义见 

文献[6]中定义 2．4)文献[6]中建立了下述结论： 

命题 1 假设对 t E R+，有
． 
t，0)=0，对 

E N，有 (0)=0，且存在 h E C[R+，R+]使 

h(0)=O；令 ：m ×R 一 R+和 1， 2 E K，满足 

1(1l X l1)≤ V(t，X)≤ 2(1l X l1)，那么， 

i)若 对 系统 (1)的任 一解 X(t)(t E [t0， 

+∞))，V(t，X(t))在[t0，+∞)上左连续，在(t0， 

+∞)＼E处处可微，且 (r ，X(r ))非增(n=0， 

1，2，⋯)，其中 r0：A t0，，0垒0，并进一步假设 V(t， 

X(t))≤ h(V(r )，X(r ))对 V t E ( ， 川 )和 n 
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∈N成立，则系统(1)的平衡点 =0是一致稳定 

的； 

ii)在 i)的条件下再假设存在 ∈ K，使 

DV(r 4-， (r 4-))≤一 3(1l (r 4-)l1)对 V凡∈}J成 

立，其 中 DV(r：， (r 4 -))垒 —L_=_[ (r 4-+l， 

(r 4-+1))一V(r 4-， (r 4-))]，则系统(1)的平衡点 

= 0是一致渐近稳定的(证明见文献[6])． 

2 主要结论(Main conclusions) 

将系统(1)中的脉冲函数视为线性脉冲函数 

{dx／d：t=fAx Bkx， t’ z"k k ， 【 = ， = ， ∈I T， 
这里 ∈R ×R ，f∈C [曼+× ，曼 ]，且I厂(t，0) 

： O(对于非零平衡点，可作平移变换后讨论，故此 

假设不失一般性)，脉冲时刻 E={r }c R+满足 r- 

<r2<⋯r <⋯，lin r =+∞，且0<Z<inf{Z"k+l 

— r }≤sup{r +l—r }= <+∞可改写系统(2) 

为等价形式 

{_d ／d =A( ) +G( ， )， ≠Z"k (3) 
【Ax= Bkx，t= ，k∈ N， 

其中 A( )：． ( ，o)，G( ， )含 的高阶项． 

假设 H I)存在 M>O，使 ll A(t)ll≤M，V t∈ 

[to，+∞)， 

Ⅱ)lim ll G(t， )ll／ll ll=0，V t∈[to，+ 

∞)．则有 

定理 1 如果假设 H成立，则存在线性脉冲控 

制使常微分脉冲系统(2)的平衡态是一致渐近稳定 

的． 

证 (不失一般性，仅对零平衡态证明)为叙述 

方便不妨取 = ∈R ×R 为对角矩阵．首先证 

明总存在适当线性脉冲控制使(3)的线性系统 

fd ／d =A( ) ' ≠Z"k (4) 
【Ax=Dec，t= Z"k，k∈ N 

在平衡点 =0是渐近稳定的，然后说明这种局部 

的稳定性能保证其相应的非线性系统在该平衡点也 

具有渐近稳定性． 

由系统(4)可得 

： eJ (s)dsx( )， ∈( ， ]． (5) 

于是 

( +1)：eJ IA(s)dsx( )，v k∈N． 

取 V( )： ll ll，则 对 任何 解 (t)和 

V( (t))在[to，+∞)上左连续，在(to，+∞)＼E 

上处处可微，且 

V( (r +1))= 

ll(，+D +1) (r +1)ll： 

lI(1+Dk+1)eJ +lA(s)ds( ){l≤ 

ll(，+D )eJ llll ( )ll： 

ll(，+Dk+1)eJ Ⅵ‘ ( ))． (6) 

可见，要使 

V( ( k +1))≤ V( (r ))，V k∈ N， 

只要 - 

ll(，+Dk+1) Ⅵ ll≤g<1． 

记 ：(，+Dk)eJ 一 ‘ ，v k∈H，给定g<1， 
必存在 使 l1 ll≤q<1．因为由假设 H知 

l1 ll：ll(，+Dk)eJ 一 ll< 

ll，+D ll e肘( — —I’≤ ll，+D ll e胁． 

要使 ll ll≤q，只要 ll，+ ll≤qe一胁． 

不妨取 ll，+ ll=
．m x I 1+d护 I，则当 

一

qe一胁
一 1≤d扩’≤qe一胁一1( =1，2，⋯，凡) 

(7) 

时，有 ll ll≤ q< 1(V k∈ N)．再令 h(r)= 
reM；~

，由式(5)推得 V( (t))≤ h(V( (r )))，t∈ 

(r ，r )，V k∈N．所以由命题 1一i)知，系统(4)的 

平衡点 ：0是一致稳定的．进一步由式(6)可推得 

DV( (r ))= 

[ ( (r +-))一 ( (r ))]≤ 

1(g
一 1) ( (r ))=一 r+)ll， 

由命题 1．ii)知，系统(4)的平衡点 =0是一致渐近 

稳定的． 

下面证明系统(3)在平衡点 =0也是一致渐 

近稳定的．由假设 H．Ⅱ)有 lim ll G(t， )ll／Il ll= 

O，故存在 l>0，当 ll ll≤ l时，有 ll G(t， )ll 

≤ ll l1．又因为 (t)在(to，+∞)＼E上连续，可 

知 ( ) ： (r )+ I[A(s) (s)+ G(s， 

(s))]ds，V r∈[r ，r +1]，于是 

ll (t)ll≤ 

ll (r )11+I [1lA(s)ll ll (s)ll+llG(s， (s)l1]ds≤ 
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ll (r )II+I(M+1)Il (s)ll ds． 
√ r 

由脉冲积分不等式 (Gronwall不等式，见文献[1])有 

ll (t)ll≤ ll (r )ll e(M+1)(⋯ ’≤ 

ll (r )ll e‘肌 n，V t∈( ， +I]， (8) 

则对上述 l，必存在 2>0，对 V k∈ N，当 

ll (r )ll≤ 2时，有 ll (t)ll≤ J，t∈ (r ， 

+I](这里 2满足： 2e‘肌 ) < 1)．故当 ll (r )II 

≤ 2时，有 ll (t)ll≤ l和 ll G(t， (t))ll≤ 

ll (t)ll均成立． 

用常数变易法求解系统(3)可得 

(r +1)：ej +- A(s)dsx(r )+△ ， 

其中 

△ ： eJ ) G( ， (s))ds． 
√ r 

又由lin II G(t， )ll／ll ll=0知，V￡>0，] 3> 

0，当 ll II≤ 3时，ll G(t， )ll<￡ll l1．由式 

(8)知，存在 4>0，当 ll z(r )ll≤ 4时，有 

ll (t)ll≤ 3，t∈[r ，r +1]．所以当 ll (r )ll 

≤ 84时，有 

ll△ ll≤I ”e胁￡II ll ds≤ 

。

eM；t￡II (r )Il e(肌 ) ds≤ ll (r )ll e(2M+1) ． 

又 由 Il lI ≤ q < 1知，lI，+ ll = 

II Uke- II≤q M；t，V k∈ ．仍取 

V( )： II II， 

V(X(Z-川+ ))= II，+Dk+I) ( +I)ll= 

II(，+Dk+1)[eJ ‘ (r )+△ 】II≤ 

II(，+Dk+1)eJ ‘ II ll ( )ll+ 

II，+ +l I⋯△ II≤II (r )ll +qe胁e( M+1’ ￡]= 

q[1+e( M ) ￡]V( (r ))． 

因为 q<1，总可选取充分小的￡>0，使 q[1+ 

e( M+1) ￡]<1．于是 V( (r +1))≤V( (r ))，V k 

∈N．取 h(r)：re(M+In，则由式(8)知 

V( (t))≤ h(V( (r )))，V t∈ (r ，r +1]． 

于是由命题 1一i)知，系统(3)的平衡点 =0是 
一 致稳定的，进一步可推得 

DV( (r ))= 

÷[q(1+e(3M+1) ￡)一1]ll (r )ll： 

一 号[1一q(1+ e。肌m)]fl (r )ll，V k∈N． 

于是由命题 1一ii)知，系统(3)的平衡点 ：0是一致 

渐近稳定的． 

注 上述证明中的式(7)实际上给出了稳定线性脉冲 

控制的一个范围． 

考虑系统(2)的一种特殊情形——具线性脉冲 

的自治常微分系统 

Ax t z-k k 【 = 8 ， = ， ∈ 一 

其中I厂∈ C [曼 ， ]，且f(0)=0，(注：对非零平衡 

点，可作平移变换后讨论，故此假设不失一般性)， 

∈：i_ × ．脉冲时刻 

E={ }c +满足 rl< 2<⋯ <⋯， 

lim Z-k + ∞ ， 
—  

∞ 

且 

0<Z=inf{Z-k+l一"Ck}≤sup{Z-k+l—r }= <+∞． 

有以下推论 

推论 1 总存在线性脉冲控制使自治常微分脉冲系 

统(9)的平衡态是一致渐近稳定的． 

3 例子(Example) 

例 1 对熟知的Logistic模型施以线性脉冲 

fd ／df= (f)( 一 ( ))，f≠Z-k,(10) 
【Ax = 6 ，t= ，k∈ H． 

显然 =0和 ：1是系统(10)的两个平衡点． 

已知在没有脉冲影响时， =0不具有局部(线性) 

稳定性， ：1是全局渐近稳定的．由定理 1可知，在 

线性脉冲影响下，只要 b 满足 

一 1一qe～ ≤ 6 ≤ qe～ 一1，k∈ N， 

则系统(10)的平衡点 =0是渐近稳定的；而当 b 

满足 

一 1一qe ≤ 6 ≤ qe 一1，k∈ N， 

系统(10)的平衡点 ：1仍保持渐近稳定性．这里 

常数 q<1， 定义如前所述．可见，对原本不稳定 

的平衡点，稳定线性脉冲控制的范围小；对原本稳定 

的平衡点，稳定线性脉冲控制的范围大． 

例 2 考虑脉冲系统 

r戈：(sint一1) +Y+xyz，t≠ r ， 

{ =(sint一1)Y— +X2Y， 
lax：djf’ ，△y=d ’Y，f=Z-k，k∈N． 

(11) 
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由定理 1知 

A(t) f sint一1 
= I —l 1 ＼ 

． I， 
sint一 1， 

ll A(t)ll= 

1+I sint一1 I=2一sint≤2，V t∈ [to，+∞)． 

则当6铲 ( =1，2)满足 
一 1一qe ≤ 6 ≤ qe 一1，后∈ I T 

时，系统(11)的平衡点(0，0)是渐近稳定的．这里常 

数 q<1，定义如前所述． 
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