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摘要：为避免间接法设计降阶控制器的模型近似引起的性能下降，本文在静态输出反馈控制器设计的基础上， 

直接设计了线性不确定系统的给定阶混合 H2／H 动态反馈控制器．利用系统内外分解方法，得到了最优降阶状态 

观测器．通过求解降维状态观测器的静态输出反馈，可得到降阶控制的最优反馈增益阵．给定阶控制器由两个 Ric— 

cati方程和一个 Lyapunov方程参数化表示．最后，通过一个例子，说明了本文提出的给定阶控制器设计方法． 
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Given order optimal controller design for linear uncertain systems 

WANG Jin—hua 

(Institute of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou Fujian 350002，China) 

Abstract：To avoid the performance degeneration caused by model approximation used in indirect reduced controller design 

methods，motivated by the static output feedback controller design me thods，given order optimal dynamical output conlroller de— 

sign  me thods are discussed．An optimal reduced order state observer is obtained by using system decomposition．The optimal 

feedback gain matrix could be obtained by solving a static output feedback controller problem．The paran~terized mixed H—two／ 

H—infinity conlroller was given by two Riccati equations and a Lyapunov equation．Finally，an example Was offered to illustrate 

the design me thod． 
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1 引言(Introduction) 

控制器有全维的[1 j和降维的两类．低阶控制 

器具有许多优点_4j，一直是控制理论应用的一个热 

点问题，受到广泛关注_5．6 J．低阶控制器设计有两种 

方法，一种是直接法，直接设计出阶次较低的控制 

器．另一种是间接法，先设计出全维的控制器，然后 

通过模型近似的方法得到低阶控制器．目前有很多 

人正在研究保证鲁棒性的低阶近似方法_4 ． 

从 H’控制的角度出发，如果一个对象可以通过 

阶次为 rt 的控制器镇定，则所有这些 rt 阶控制器， 

应存在一个控制器，使得闭环系统的 H 范数满足 

给定要求且使其 H2范数最优，即最优 rt。阶混合H2／ 

H 控制器．本文用直接法研究这类最优 rt 阶控制 

器问题，寻找这类控制器的设计方法，并用参数化表 

示它们． 

收稿日期：20O2—05—14；收修改稿日期：2003—10—13． 
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2 问题描述(Problem formulation) 

考虑如下混合 H2／H 控制的广义对象 

= Ax + Bowo+ Bl W1+ BEU． 

z。 。 + D。2比’ 

(1) 
Zl= ClX +DI2U， 

Y = C2x +D20w0+ D21 W1． 

其中，X E R 为状态变量；W，E曼 为干扰系统的 

输出；ZI E 为干扰系统的输入；W0 E R 为外界干 

扰输入，是有单位强度的零均值正态白噪声；Z0 E 

是控制输出； ∈R 为观测量；U E 为控制输 

入．A， 0， l， 2，C0，Cl，C2，D02，DI2，D20，D21 是 

相应维数的常数矩阵．对系统(1)作进一步假定： 

Sl：(A， 0，C0)，(A， l，C1)及(A， 2，C2)是 

可稳定、可检测的； 

S2： 
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DT[Co D02]=[0 I]， 

DT[Cl Dl2]=[0 I]； 

S3： 

D20[BT D ]=[0 I]， 

D2l[BT DT]=[0 I]． 

假定 S1是为了保证可以通过反馈控制器使系统稳 

定，假定 S2和S3就是所谓的正交性条件． 

系统(1)及上述假定并不影响所讨论问题的一 

般性．更一般的系统，可通过变换，转化为上述形式． 

为简化标记，将系统(1)简记为 

或 

G(s)： 

A IJo 1 1：12 

O O D0= 

C1 O O D1： 

C2 D D，1 O 

O O D0： 

C1 O O Dr, 

C， D，n D，1 O 

由于大部分系统内部状态不能直接通过观测得 

到，而在系统控制过程中，为保证良好的系统性能， 

又需要这些状态信息．一般地，这些状态信息由观测 

器来重构，由观测器和相应的增益阵构成控制器．本 

文的任务是设计控制器 

． 』 ：Acxc邶 Y 
【lI= CcXc+DcY， 

使系统 (1)内部稳定，从 W 到 Z 的传递 函数 

ll ． 

ll <y，且使得 ll Zo 极小． 

3 静态输出反馈控制器(Static output feed— 

back controller) 

动态输出反馈控制，可看作是对象和控制器闭 

环后，n+ 阶系统，以对象和控制器输出进行静态 

反馈的控制结果． 

首先讨论静态输出反馈控制问题．为此进一步 

假定系统(1)中有 D加：0，D21：0，即系统的观测 

输出中没有外界干扰和不确定性．若在输出中有干 

扰和不确定因素，则这些干扰和不确定性将通过反 

馈重新进入系统，影响控制效果． 

设系统的静态输出反馈系数为 ，则闭环系统为 

r A+B2KC2 Bo B门 

：  

D⋯o2K⋯C
2

‘  

0 ⋯0 
：  

L C1+D12KC2 0 0 J 

r AK；Bo B1] 
⋯ ～  ’  

．  ㈤ 

L CIK ：0 0 J 

对系统(3)，若系统内部稳定，从 W．到 Z 的传递函 

数 ll 
． 
ll < y，由文献 [4]中的定理 4．1， 

ll Z。 可计算为 

iI Zo ≤tr(曰 o)． (4) 

其中 X≥0是 Riccati方程 

尺(X)：=A +XAK+￡y一 XBlBTx+ 

￡～chcIK+c oK=0 (5) 

的解． 

很显然，以 J=tr(曰 o)作为混合 H2／H 静 

态输出反馈控制的优化目标，是一个合理的选择． 

Moheimani和 Petersen在文献[7]中，利用 Lagrange 

乘子法，给出了静态输出反馈控制器设计方法，结合 

本文的问题，整理如下(其中 S是 Lagrange乘子)： 

B c + c2sc =0， (6) 

半CTKTKC2+CTCo+{c cl+(A+曰2KC2)Tx+ 

(A+B2KC2)X+￡y—XBl曰7’ =0， (7) 

(A +B2KC2+￡y一 Bl曰 )S+S(A + 

B2KC2+￡y_。Bl曰 )。r+曰。曰 ：0， (8) 

tr(y-2XBlBTXS)一e-2tr[(CTKTKC2+c c1)S]-0． 

(9) 

若静态输出反馈控制器使系统内部稳定，则 A + 

曰 2+￡y 曰 曰lX是稳定阵，即式 (8)的 Lya— 

punov方程有对称正定解．此时静态输出反馈增益 

阵可由式(6)求得为 

： 一  曰 c (C2sc )一． (10) l
+ ￡ 。 。 。 。 

求解的叠代法过程可参照文献[7]． 

4 给定阶控制器(Given order controller) 

现在讨论广义系统(1)如何设计一个阶次为 n 

的可行控制器(2)的问题．为了保证 良好的控制效 

果，假定系统的干扰和不确定性都经过滤波器滤波 

后，才重新进入系统，即在控制器(2)中有 Dc：0． 

若存在实数 使下述 Riccati方程有解 Y≥0， 

Rp(r)：AY+YA +等yC y_ rc~c：y+ 
曰l曰7'+Bo曰 ：0， (11) 

则定义两个系统如下： 
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V(s)： 

G廿np= 

A￡ BOL BIL／t~ 0一号 
O O O J O 

卫 L O O O J 
．1 

c2 D2o 0 O O 

卫  
J_ 

L2 0 D2l O O 

A 呻  一 L — L 

c0 O O D· 

Cl O O D 

C， I I O 

其中 

A￡ A + 2，BOL= Bo+ LD2o， 

BIL B1+ 2l， 

(12) 

(13) 

= 一  l，c{，Atmp=A+ l，cf c1． 
T ， 

定理 1 如果系统(1)存在实数 口使得式(11) 

所示 Riccati方程有解 y≥0，则式(2)所示控制器是 

系统(1)的一个可行控制器的充分必要条件，它也是 

系统(13)的一个可行控制器． 

证 由文献[1]中的引理 l4可验证 y是协内 

矩阵，由内矩阵的保范性容易验证，系统(1)可表示 

为图 1的组合系统，即可得到结论． 证毕． 

1 

● 

。_— —  

Z0 

Z1 

- - - - 

^  

1 组合系统 

Fig．1 Combined system 

式(13)所示的系统，几乎对任意在 0～rg之间 

的整数rg ，总存在实数阵 P=[ P ]T，使得 

帅 + Q = 

其中 Q =P_。=[Ql Q2]，Al的维数为 n—n。，F 

的维数为 rg ．因此有如下结论： 

定理 2 若存在 rg ×rg实数矩阵 P，使得 

P2(A呻D+／-,C2)=FP2，则 

． = Ft*一 P2Ly + P2B2u 

是系统(13)的一个 rg 维观测器． 

直接验证 (t)满足观测器条件即可证明该 

定理． 

至此可给出本文中提出的线性不确定系统的给 

定阶控制器． 

定理 3 如果系统(1)存在实数使得式(11)所 

示Riccati方程有解 y≥0，且下式系统(其中各符号 

的含义如前面所述) 

PlA呻Ql PlA唧Q2 一Pl —Pl —Pl曰： 

一 P2L Q1 F —P2LC2Q2 —P2 —P2 —-PuB： 

CoQl CoQ2 O O Do2 

ClQl ClQ2 O O Dl2 

O J O O O 

存在可行的静态输出反馈控制器 ，则系统(1)的 
一 个可行的 rg 阶控制器为 

f =(，+P2B2K)u 2Ly， (14) 
【 = ． 

证明从略． 

观测器的输出是可直接得到的，可用于进行反 

馈控制．可用第 2节讨论的方法，确定出由定理 3给 

出的观测器用于系统的静态输出反馈增益阵，构成 

n 阶动态输出反馈增益阵．将设计给定阶控制器的 

方法归纳如下： 

步骤 1 对系统描述(1)，求解 Riccati方程 

(11)，得到 y≥O； 

X 1 

，l 

。 - - -  

步骤 2 求出将 A咖。+／_172进行 rg—rg。和 rg 

维对角分块的变换阵 P； 

步骤 3 按照定理 3，构造 rg 维观测器； 

步骤 4 按照第 2节的设计方法，求出式(14) 

的静态输出反馈增益阵 ； 

步骤 5 通过优化方法，按照步骤 1～4，求 ， 

使得 tr(LTpTxplL)+tr(CoVCo~)极小； 

步骤 6 若得到 ， ，则阶控制器如式(15)． 

5 举例(Example) 

举一个例子，用本文中的方法设计给定阶控制 

器．该例选自文献[5]，其广义对象描述如式(1)所 

示，各参数如下： 
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A = 

一 0．1611 1 0 0 0 0 0 0 

— 6．0040 0 1 0 0 0 0 0 

— 0．5822 0 0 1 0 0 0 0 

— 9．9835 0 0 0 1 0 0 0 

— 0．4073 0 0 0 0 1 0 0 

— 3．982 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 0 0 0 0 

， B2 = 

0 

0 

0．0064 

0．00235 

0．0713 

1．O0o2 

0．1045 

0．9955 

， C0= Cl= 10一 × 

0 

0 

0 

0 

0．55 

ll 

1．32 

18 

T 

D02=Dl2=[0 1IT,C2=[1 0l 7]，B0=Bl=[B2 08 1]，D20=D2l：[0 1]． 

上述模型数据，除 D 2外，其余各项与文献[5]完全一样．容易算出，上述系统当 II△II <1时，其 H 控制 

问题有解．在设计控制器时，取 y=1．5．根据系统描述，可设计出如式(2)描述的全维控制器(／7,e：8)为 

B =[1．0616 0．7329 6．1609 3．4640 9．7679 4．2084 3．8037 1．0o56]T， 

C =[一0．0002 —0．0011 —0．0010 —0．0011 0．0032 0．0030 —0．0183 —0．3706]， 

A = 

一 1．2224 1 0 0 0 0．0O04 0．0001 0．O0o7 

— 6．7368 0 1 0 0 0．00o5 0．0001 0．0009 

— 6．7421 0 0 1 0．O0o2 0．0o28 0．O0o2 0．0o22 

— 13．4467 0 0 0 1．O0o1 0．0o28 0．O0o3 0．0o36 

— 10．1735 —0．00o1 —0．00o1 —0．00o1 0．00O5 1．0o55 —0．00o7 —0．0176 

— 8．1896 —0．0oll 一0．0o10 —0．0oll 0．0o33 0．0o68 0．9823 —0．3626 

— 3．8029 —0．00o1 —0．00o1 —0．00o1 0．00O5 0．0o29 —0．0o16 0．9658 

— 1．0o55 —0．0oll 一0．0o10 —0．0oll 0．0o32 0．0041 —0．0180 —0．3652 

该控制器所能达到的性能指标值为 J：1．4209． 

当 ／7, =6时，由第 3节提供的方法计算出的一个可行控制器为 

A = 

一 0．0497 — 1．4332 —0．0331 0．0592 —0．10o3 0．0625 

1．4094 —0．O945 —0．0054 0．0096 —0．0163 0．0101 

— 0．0431 0．0327 —0．0506 —0．8734 0．1082 —0．0674 

0．0312 —0．0236 0．7837 —0．0401 —0．0r783 0．O488 

0．0553 —0．0419 —0．0458 0．0819 —0．5139 —0．1956 

— 0．2123 0．1611 0．1761 —0．3147 0．8154 —0．7073 

B ：[0．331 —1．677 1．9796 1．9986 12．5161 3．1866]T， 

C =[0．017 —0．0129 —0．0141 0．0252 —0．0427 0．02661T． 

该控制器所能达到的性能指标值为 J=1．7955． 

当／7, ：4时，由第4节提供的方法计算出的一 

个可行控制器为 

广一0．0584 —0．8698 0．0986 —0．0636q 

1 0．7893 —0．0427 —0．0713 0．0460 I 

I一0．0358 0．0774 00．5016—0．2005 l’ 
L 0

．
1374 —0．2972 0．7679 —0．6886J 

『 ．9796] 『一0．0110]T 
J 1．9986 I 1 0．0238 I 

5161 l，Cc I-0．0389 l’ 
L 3．1866 J L 0．0251 J 

该控制器所能达到的性能指标值为：J=1．8122． 

图 2 在阶跃输入作用下3种控制器的控制误差曲线 
Fig．2 Error curves ofthree different controllers in step input 

图2是用上述 3种控制器对系统进行控制的控 

制误差曲线，输入信号是阶跃函数．在仿真时，没有 

0  0  0  0  0  0  0  0  
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考虑系统的不确定性．由仿真曲线可看出，虽然这 3 

种控制器的阶次不同，但其控制效果几乎没有差别． 

因此，本文提出的降阶控制器设计方法，得到的控制 

器，保持了良好的性能． 

6 结束语(Conclusion) 

动态输出反馈控制，等价于对象与动态反馈系 

统构成的组合系统，利用动态反馈系统的输出构成 

的静态输出反馈控制．本文利用系统的内外分解，构 

造系统的最优混合 H2／H 降阶估值器，根据静态输 

出反馈控制器的设计方法，用降阶估值器的输出进 

行静态输出反馈，从而得到给定阶的动态输出反馈 

控制器．输出反馈控制器是用参数化的形式给出．设 

计一个 凡 阶的混合 H2／H 控制器，需要通过优化参 

数解两个耦合的 Riccati方程和 Lyapunov方程，方程 

的阶次为对象的阶次．文中给出了用迭代法求解参 

数化表示的控制器的方法． 

最后，用一个例子说明了给定阶控制器的设计 

方法．这个例子表明，文中提出的方法是有效的，解 

决了最优的给定阶控制器设计问题． 
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