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一 类不确定离散奇异系统的鲁棒稳定化 
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摘要：讨论了离散奇异系统矩阵 中含时不变参数不确定的鲁棒状态反馈稳定化问题．首先，在一系列等价 

变换下，阐述了其和一个不确定正常线性离散系统的鲁棒状态反馈稳定化问题的等价关系；然后，利用线性矩阵不 

等式(LMI)方法，给出了鲁棒状态反馈稳定化控制器存在的一个充分必要条件，控制器的设计方法及控制器的一个 

解；最后，通过一个数值算例验证了本设计方法的有效性． 
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Robust stabilization for a class of discrete．time singular 

systems with uncertainties 

MA Shu—ping．CHENG Zhao—lin 

(School ofMathematics and Sys~m Science，Shandong University，Jinan Shandong 250100，China) 

Abstract：The robust stabilization via state feedback for discrete-time singular systems with norm-bounded time—invariant 

parameter uncertainties in the matrix E iS discussed．In a series of equivalent transformation．the equivalence between the stabi— 

lization under discussion and the robust stabilization via state feedback for un certain standard state-space discrete·-time linear sys·- 

tems was obtained．In terms of linear matrix inequality(LMI)，a necessary and sufficient condition where there exists a robust 

state feedback stabilizing controller Was given．The design method ofthe controller and a solution ofthe controller were also giv— 

en．The effectiveness ofthe proposed me thod Was illustrated through an example． 
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1 引言(Introduction) 

奇异系统是比正常状态系统更为一般的系统， 

它的许多性质已得到广泛的研究lL】j．近年来，随着对 

正常状态空间系统鲁棒控制问题的广泛研究 ．3 J， 

奇异系统的鲁棒控制问题逐渐受到广大学者的重 

视l【4 j，其中多数是考虑连续时间奇异系统的情形． 

Lin等 6 J利用 Riccati不等式方法讨论了微分矩阵 E 

中含不确定的鲁棒状态反馈稳定化问题，但此方法 

并不能推广应用于离散奇异系统的鲁棒控制问题的 

讨论．对于离散奇异系统的鲁棒控制问题，目前也有 
一 些结果【 J．Fang等[ j讨论了含结构不确定的离 

散奇异系统的鲁棒稳定性，并得到了系统鲁棒稳定 

的结构不确定的上界．xu等I9 J利用矩阵不等式方法 

讨论了离散奇异系统状态矩阵中含参数不确定的鲁 

棒状态反馈稳定化问题，此方法的求解却比较困难． 

数不确定且不改变E的秩的鲁棒状态反馈稳定化问 

题，在不要求无干扰系统正则的条件下，首先阐述了 

其和一个不确定正常线性离散系统的鲁棒状态反馈 

稳定化问题的等价关系，利用线性矩阵不等式方法， 

给出了鲁棒状态反馈稳定化控制器存在的一个充分 

必要条件，控制器的设计方法及控制器的一个解． 

2 问题描述及预备知识 (Preliminaries and 

problem statement) 

本文考虑不确定离散奇异系统 

(E+M0△No) (k+1)=ax(k)+Bu( )．(1) 

其中 (k)E R 为状态，／Z(k)E 为控制．矩阵E 

∈ 奇异，rankE：r<凡，A∈曼 × ，B E R—P， 

Mo∈ 一，Ⅳ0∈Rg 为已知常矩阵，△∈ q为 

时不变不确定，且满足 ’A≤ ，． 

定义 1 】J 1)称 (E，A)为正则的，若 det(zE一 

本文考虑离散奇异系统 E矩阵中含时不变参 A)≠0． 
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2)称 (E， )是因果的，如果其为正则的，且 异矩阵 ，Ⅳ∈ 使得 

degree{det( —A)}=rankE． 

3)称 (E，A)(或系统 (k+1)=A (k))是 

稳定的，如果其为正则的，且 det(zE—A)=0的所 

有根都位于以原点为圆心的单位圆内． 

定义 2 称 (E，A)是容许的，若其为正则的， 

因果的，稳定的． 

本文的目的是设计一个状态反馈控制器 

u( )：Kx(k)， (2) 

使得对满足 △ A≤ ，的所有时不变不确定，系统 

(1)的闭环是容许的，即对系统 (1)设计一个鲁棒 

状态反馈稳定化控制器|9一． 

引理 1 若存在状态反馈控制器(2)使得对满 

足△TA≤ ，的所有时不变不确定，系统(1)的闭环 

是容许的，则 

rank(E+MoANo)≤ rankE ： r． (3) 

引理 1的证明类似于连续奇异系统情形l ． 

由引理 1可知，若问题有解，则干扰 △不能增 

加 的秩，故干扰只能有三种情形，即 Mo=EMo， 

或 N。： 0E，或二者同时成立[ ](引理3)．本文中 

只考虑第二、第三种且干扰不改变 的秩的情形， 

于是对系统 (1)作如下假设： 

假设 1 对满足 △ A≤ ，的所有时不变不确 

定 ，有 

rank(E+ o△Ⅳo)i r． (4) 

假设 2 Ⅳo=Ⅳ0 ． (5) 

假设3 rank[ ]=n+r． 6 
注 若 △=0时系统(1)是正则的，则假设3即是系统 

(E，A，B)y-能控的定义llj，它是系统 (1)鲁棒稳定化问题有 

解的必要条件，本文中不要求 △ =0时系统 (1)的正则性． 

因为 rankE=r<n，故存在非奇异矩阵 ，N∈ 

使得 

MEN =[ ， Ⅳ= 
MB = MM。= 

M1

， ㈩  

Ⅳ Ⅳ。 。 ，Ⅳ一l ：[ ；]． 
其中 All∈ ，B1∈ 曼 P，M1∈ ，N1∈ 

q 
， 1(k)∈ ， 2(k)∈ 蔓 ／-． 

引理 2[ 假定假设 1成立．若存在状态反馈 

控制器(2)使得对满足△TA≤，的所有时不变不确 

定，系统(1)的闭环是容许的，则一定存在两个非奇 

ll NlMl ll<1， (8) 

其中 ll·ll指谱范数，N。，Ml如式(7)所示． 

由式(8)知，对所有满足 △T△≤ ，的时不变不 

确定，，r+MlANl非奇异，故取 

= [一 +LSNII△Ⅳ1))-I 0M 
一  

]'(9)9M l
r 

M AN = 1 ． I， ( ) 【
一  2△Ⅳl( + l 1)一 ，几一 J 

则有 

+ MoANo [ 
由 

(，+CD)一 ：，一C(，+DC)一 D (11) 

可得 

『， 一M iANl 0 1 

帆 【一 2 Ⅳ。 ，n
一  

J’ (12) 

A =A(1q+NlMl A)～， 

于是有 

A12一MIA NIA121 

A22一 ，△ⅣlAl2 

P =
P

． ：l： ]， A ：B- P= ： ． 

[ ]=[§曼。1；o IjlF x, < ~ >lj， ·7 

A  A  

Ⅳ Ⅳ 

一 一 

= 

曰 曰 

△ △ 

． ～ ～ 

△ 
 ̈ 一 一 

A  A ● 2 B 

8  
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l (B1一M1AN1B1) (k)， 

10=A21j 1(k)+(In一 一M2AN1A12) 2(k)一 

L M2A N1Bi瓦(k)． 

P =[ 一 

f p=／ 5 u．岩 ]=[RA21 1~'一霞一2AA~2 1 BB2 2+ ]， 
【A22：A22+B2霞2

， 

f P= P21 一 【 
22： A22+ B2 2， 

[A丑B ]([ 】一 PP
，

i 11 )：。， (23) 

[ ：]一[ ：]=[ ]。， ∈一-2一px(n-r)，c 

In
-  r

K2 K2 Q B2Q ，
。⋯  rJ． L 

= + ( 一 一 )一 22， ～ 

[A BI][ ：]= 。 + 。0． (26) 

{(̂A 一A l q△ N： M __ A +M A厶 ’c27 【 ： ( + 1( 1一 l2 2) )-。
， 

经过计算，系统(18)可等价转化为 

r l( +1)=(A11+△A11) 1(k)+( 1+△ 1) (k)， 

{x2(k)=一(，n一 +M2厶Ⅳ1 12)((A21一 

L 2△Ⅳ1A11) l(k)一M2A NlB1瓦(k))， 

(28) 

其中 

r 11= Al1一 12A21， 

{ 11=一(M1一 l2M2)ANlA (29) 
【△ 1=

一 (M1一 l2M2)AN1百1． 

定义 3E j 不确定离散系统 (k+1)：(A+ 

△A) (k)+ (B +△B)u(k)是 通 过状 态 反馈 

u(k)=Kx(k)可二次稳定的，当且仅当存在对称 

正定矩阵 >0使得 

(A+△A+(B+AB)K) (A+△A+ 

(B+△B)K)一 <0． (30) 

引理 4[ ] 给定适当维数的矩阵 y， 和 R， 

y ： yT
，则 Y+ 尺+R L <0成立，其中 ： 

△(，+ )-。，△ A≤，，当且仅当存在正数 ￡>0， 

使得 

y+[s一 尺 s ][ ，T ]一 [e - l R] <。．c3· 
3 主要结果(Main results) 

定理 1 设假设 1～3成立．则系统(1)存在鲁 

棒状态反馈稳定化控制器(2)的充分必要条件是存 

在形如(22)的矩阵 P，使得系统(28)存在鲁棒状态 

反馈稳定化控制器 

u(k)=Kx (k)． (32) 

证 必要性．若系统(1)与状态反馈(2)构成的 

闭环系统对满足 △ A≤ ，的所有时不变不确定是 

容许的，则由假设 1～3成立及等价变换(7)，(10)， 

(13)知，系 统 (14)与 状 态 反 馈 u(k) ： 

K K [： ； ；]构成的闭环系统 
f 1(k+1)= 11 1(k)+ 12 2(k)， 

， 

lO：fl~21Xl( )+d22~2( )， (33) 
其中 

1l=Al】+B1Kl—M1kN1(A1l+BlK1)， 

12=A12+BlK2一Ml ，v1(Al2+B1K2)， 

21=A2l+B2K1一M2 ，v1(Al】+B1K1)， 

22：A22+B2K2一M2 ，vl(Al2+Bl K2)， 

(34) 
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是容许的．系统(33)等价于 

f l(k+1)=( ll一 l2 22一 21) l(k)， i 
2

( )：一／'[22-1．'~21X1( )， ‘35’ 

从而系统(35)对满足 △ A≤ ，的所有时不变不确 

定，是稳定的． 

取 P如式(19)所示，K=K．，对系统(28 1实施 

控制，则闭环系统为 

r l(k+1)：(A ll+日l K+△A ll+ABlK) l(k)， 

{x2(k)=一( 一 + 2厶ⅣlAl2)(A2l— 

L M2ANl(All+曰lK))Xl(k)， 

(36) 

其中 

『K=Kl，A 12=(A12+日l K2)A22～， 、 i l：一(Al2+日l K2) 22一 日2+日1． ‘37 

则由(11)，(12)，(34)，(35)，(37)，经计算可推得 

1l+ 1 Kl+exA ll+ △ l Kl= ll一 l2 22一 2l， 

(38a) 

X2(k)=一A 22- ( 2(k)+日2K1Xl(k))， (38b) 

由(38a)知，系统(36)与系统(35)有相同的系数矩 

阵，故系统(36)对所有满足 △ A≤，的时不变不确 

一 Q 

11 + wTBlT 

0 

￡(Ml—Al2M2) 

A 11 Q+B1 W 

— Q 

N1(A ll Q+Bl W) 

0 

定，是稳定的，又由(38b)知 2(k)也稳定． 

充分性．假定存在矩阵 P使得系统(28)存在鲁 

棒状态反馈稳定化控制器(32)，则闭环系统 (36)是 

稳定的，对所有满足 ’A ≤ ，的时不变不确定成 

立．对系统(14)实施控制 

u(k)=KtXl(k)+Kzx2(k)，Kl：K，K2=K2， 

(39) 

K2如式(22)所示，则其与系统(14)构成的闭环系统 

为式(33)，由 ll Nl(Ml—A12M2)ll<1知 22非奇 

异对所有满足 A≤ ，的时不变不确定成立，故系 

统(33)是正则的，因果的，且等价于系统(35)．经计 

算可知仍有式(38)成立，从而系统(35)是稳定的，故 

对所有满足 ’A≤ ，的时不变不确定，闭环系统 

(33)是稳定的．由等价变换(7)，(10)，(13)即知系统 

(1)存在鲁棒状态反馈稳定化控制器 u(k)： 

[K K，]N—X(k)． 证毕． 

定理 2 设假设 l～3成立．则 

1)系统(1)(系统(14))存在鲁棒状态反馈稳定 

化控制器的充分必要条件是，存在正数 e>0，正定 

矩阵 Q>0及矩阵 使得如下 LIVII成立： 

0 

(oaiiT+wTB1 )Nl 

一 EI 

￡(M1一 l2M2) N1 

2)若 LlVlI(40)有解，则系统(1)的一个鲁棒状 

态反馈稳定化控制器为 

u(k)=l K K7 l N X(k)， (41) 

其中K =呷 _。，K2如式(22)所示． 

证 1)由定理 1知，在假设 1～3下，系统(1) 

(或系统(14))的鲁棒状态反馈稳定化问题等价于系 

统(28)的鲁棒状态反馈稳定化问题．再由定义3知 

系统(28)是通过状态反馈可二次稳定的，当且仅当 

存在矩阵 K及正定矩阵X>0，对所有 ’A≤，的 

时不变不确定，满足 

( 11+B1K+△ 11+△ 1 )TX(A11+ 

B1K+△A11+AB1 K)一X <0， (42) 

一  

一  

(A11+B1K) 

0 

一 ；(M1一 12M2)T 

A11+ 日1 K 

— X 

；～Nl(A11+B—l K) 

0 

￡(M1一A12M2) 

0 

￡Ⅳ1(M1一 12M2) 

一 ￡， 

<0． (40 ) 

根据式(29)，将上式等价写为 

[ 。 一+_B： T “ ]+ L( ll+ 1 )T — j 
NI(AII+BIK)3+ 

【 。 + 0 Ⅳ
。 
]厶T —c ．一 。 。 <。， 

(43) 

由引理4及 Schur补偿方法知式(43)等价于存在正 

数 >0，使得 

0 

一  

( 11+B1 ) N1 

一 I 

一 (M1一 12M2) N1T 

一 ￡(M1一A12M2) 

O 

— N1(M1一 12M2) 

一 I 

<0． (44) 
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必要性．假设系统(1)存在鲁棒状态反馈稳定化 

控制器，则系统(28)是通过状态反馈可二次稳定的， 

故存在矩阵 K，正定矩阵 X>0，及正数 >0使得 

式(42)及(44)成立．取 Tl：diag{，， ～， ，，一 ，}， 

不等式(44)左乘 l，右乘以 矸，并令 ～ ： Q， 

； ：￡，KX～ = ，则有式(40)成立． 

充分性．假设存在正数e>0，正定矩阵 Q及矩 

阵 W满足(40)，则取 T2：diag{，，p～，{，， 

一

—  ，}，不等式 (40)左乘 r，2，右乘以 ，并令 ： 

Q～， ：√￡， ： ～，即有式 (40)等价于式 

(44)，从而式(42)成立． 

2)若 um(40)有解，则由必要性知 ：WQ～， 

由定理 1及由变换(7)知式(41)是系统(1)的鲁棒状 

态反馈稳定化控制器． 证毕． 

若 LMI(40)中 M2=0，此即第三种情形．于是 

有 

推论 若假设 1～3成立，且 M0=EMn．则 

1。系统(1)存在鲁棒状态反馈稳定化控制器的 

充分必要条件是，存在正数 ￡>0，正定矩阵 Q>0 

及矩阵 使得M2=0时， 皿(40)成立． 

2。若 M2=0时 LMI(40)有解，则系统(1)的鲁 

棒状态反馈稳定化控制器为 

u(k)=[Kl K2]N X( )． (45) 

其中 

K1=(一P2lA2l+P22K)一K2(一Pl1A2l+Pl2K)， 

(46) 

2为使得 A22+B2K2非奇异的任一实矩阵，K = 

tVQ～，P如式(15)所示． 

证明从略 ． 

综合前面的推导，作者给出设计满足假设 1～3 

的系统(1)的鲁棒状态反馈稳定化控制器的算法． 

1)取 ，N～ 非奇异，满足M一1 EN～ =[ 三]， 
检查是否有 IIⅣl l II<1，若“是”，则令 = l， 

Ⅳ=Ⅳl，若 2=0，转向第6)步；若 2≠0，转向 

第 3)步．若 “否”，则检查是否 M2=0，若 M2=0， 

则问题无解；若 2≠0，转向第 2)步． 

2)找矩阵 l，使得 l{N1(M1+YM2)II<1，若 

l，不存在，则问题无解；若 y存在，则 

[ ， 
其中 l3’ 为任意非奇异矩阵， ： 任意的， 

令 M =M2M ，N =N N2． 

3)取 户如式(21)所示，检查是否有 }N1(M1一 

l2 2)ll<1，若“是”，令 P：户， ： ，转向第 

5)步；若“否”，则转向第 4)步． 

4)取0∈ P ‘ ’使得det(，一B2 )≠0，并 

使 ll N (M 一( + 0)M )ll<1，若0存在，则 
令 K2如式(25)所示，P如式(22)所示，转向第 5) 

步；若 不存在，则问题无解． 

5)解 LMI(40)，若有解，则令控制器为式 

(41)；若无解，则重新转向第4)步． 

6)取 P如式(15)所示，解UM~(40)，若无解，则 

问题无解；若有解，则令控制器为式(45)，(46)． 

4 算例(Example) 

例 考虑具有形式 (1)的不确定系统 三2： 

r_0 0 0] r_0 2] 

E l。0。0 0 JI’A l20 0 。1j’ L L j 

f--] j’ 

No=l0 0 0．5j，△ ： ， ≤ 1． 

取 

『0 l 0] 『0 0 1] l ooj ’ 
经计算可得 N2=0，M2≠0．取 K2=[1 1]，则由 

式(22)，(16)得 Nl(Ml—Al2M2)=0．375<1，Al1 

= 一 1，B1=一2．令 ￡=0．5，解 心缸(40)，得 Q= 

1．1681， =一0．5840，故有 K=一0．5，从而 

K=[一0．5 1 1]．7v～ =[1 1 —0．5]． 

5 结束语(Conclusions) 

本文中讨论了离散奇异系统 矩阵 E中含有时 

不变不确定，且不改变 E的秩的鲁棒状态反馈稳定 

化问题．通过讨论，指出问题可等价转化为一个不 

确定正常线性离散系统的鲁棒状态反馈稳定化问 

题，并利用 LMI给出了问题可解的充分必要条件， 

控制器的解及控制器的设计方法．此方法只能用于 

状态反馈问题的讨论，对于输出反馈问题此方法却 

很难应用． 
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由响应曲线可以看出，文中所提出的方法可以稳定 

不确定的混沌非线性系统，并使其具有期望的跟踪 

性能 ． 

(b)状态 2 

图 3 系统在模糊控制和自适应 RBF神经 

网络作用下响应曲线 
Fig．3 Response of the system controlled 

by the fuzzy controller and adaptive NN 

6 结论(Conclusion) 

针对一类具有未知不确定项的非线性多变量系 

统，提出了一种将 RBF自适应神经网络与基于模糊 

模型的 H 跟踪控制律相结合的模糊跟踪控制方 

法．所提出的跟踪控制方法，直接从原始被控系统出 

发，考虑了系统的不确定性和模糊建模误差的影响， 

不需要对系统的不确定性和模糊建模误差做任何假 

设，具有较好的跟踪控制效果． 
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