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摘要：对人口系统的讨论，通常的数学模型没有考虑外界环境对系统的影响．在假设随机的外界环境对迁移产 

生扰动的条件下，给出Hilbert空间中一类随机时变人口发展系统．对随机时变人口发展系统的均方稳定性和指数 

稳定性进行了讨论．利用 Burkholder-Davis—Gundy不等式，Gronwall引理和 Kolmogorov不等式得到了均方稳定和指数 

稳定的充分条件．最后提出如果生育率选作控制变量，系统仍然是均方和指数稳定的，并可进一步讨论它的最优控 

制问题． 
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Exponential stability of 

stochastic age-dependent population dynamics system 
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Abstract：The influence of the stochastic extemal environment upon the po pulation dynamics system have never been con— 

sidered in ordinary age—dependent system models．A class of stochastic age—depende nt po pulation dynamics system is proposed， 

on the condition that migration is perturbed by random external environment．Th e nlean square and almost Stile exponential stabil— 

i哆 of stochastic age—dependent population dynamics system ale discussed in Hilbert space．Sufficient conditions of nlean square 

and almost Stile expo nential stability ale established for a class of stoc hastic age—depende nt population dynamics system．The 

analyses ale conducted by using Burkholder-Davis—Gundy inequality，Gronwall lemma and Kolmogorov inequality derived for our 

stability purposes．It is also proposed that if the birth rate Can be regarded as a controllable variable，the system is still nlean 

square and almost Stile exponential stability．Th e optimal control Can be fllrther studied for stochastic age-dependent population 

dynamics system． 
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1 引言(Introduction) 

人口发展系统的研究历史悠久，由多个数学家 

提出，并不断完善为如下的数学模型： 

筹+筹：一 (t，口)P+ (t，P(t，口))， + =一 L，口 + L ， L ，口 ， 
在 Q=(0，T)×(0，A)， 

P(O，a)=P0(a)， 在[0，A]， 

P(￡，0)=l (￡，口)P(￡，口)da，在[0，T]． 

(1) 

其中 P(t，a)表示 t时间、年龄为 a的人口密度函 

数， (t，a)是女性的生育率函数， (t，a)表示人口 

收稿日期：2002一ll一20；收修改稿日期：2OO4—02—09． 

基金项目：宁夏自然科学基金项目(G002)；宁夏高等学校科学研究项目 

的死亡率，厂(t，P(t，a))是迁移率，表示外部环境 

对所研究系统的影响． 

在生育率与时间无关的条件下，文献[1]利用了 

算子半群理论研究了该问题解的存在唯一性和稳定 

性．文献[2]在 厂(t，P)；0的假设下，讨论了方程 

(1)的稳定性．文献[3，4]在数学理论上进一步发展 

了人口系统的稳定性理论．然而，人们发现人口系统 

经常受到随机环境噪声的影响l5,6j，一些文献开始 

对随机的人口系统进行研究．例如，文献[7]对随机 

的人 口系统解的爆破进行了讨论．文献 [8]假设 

f(t，P(t，a))是随机的条件下，研究了方程(1)解的 

存在唯一性．当 厂(t，P(t，a))是随机的，并且可以 
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表示为如下形式时： 

f(t，P(t，0))--~f(t，p(t，0))+g(t，P(t，a))cb(t) 

(其中由(t)是白噪声)，则这个系统可以用下列方 

程表示： 

fdtP=一差 ，。)Pd P)dt+ ，P)d 
I 在 Q=(0，T)x(0，A)， 

1 P(O，0)：P0(0)， 在[0，A]， 
l rd I 
P(￡，0)=y(t)fl(t)I． (￡，a)P(￡，a)da，在[0，T]． 

(2) 

其中 d P表示P(t，a)关于 t的微分(即固定 a)．本 

文讨论方程(2)的指数稳定性． 

2 预备知识(Preliminaries) 

令 =H ([0，A])， =L ([0，A]，显然有 

v— H ； Hf— vf． 

分别用 ll·ll，1．1和 ll·ll 表示 ， 和 中的 

范数；(·，·)表示 和 的对偶积；(·，·)是 中的 

内积，并且存在一个常数 m，使得 

I I≤ m ll ll，V E V． 

定义在完备的概率空间(n， P)取值在可 

分的Hilbert空间 上的Wiener过程，具有增量协方 

差算子 ．1l·ll 2表示 Hilbert—Schmidt范数，即 

lf =tr(BWB )． 

根据 P的实际意义，P还应满足边界条件P(t， 

A)=0，它有等价条件I／1(t，0)da=+∞，当r< 

r r 

A时，I／1(t，0)da<+∞． 

假设系统满足下列条件： 

H1)／1(t，a)， (t，a)是非负可测的，并且有 

f0≤ ／1o≤ ／1(t，a)< ∞，(t，a)E Q， 

L0≤ (t，a)≤ < ∞，(t，a)E Q． 

令f(t，·)： 一 是一族几乎处处有定义的非 

线性算子；g(t，·)： 一。 ， )，从 K到 的一族 

非线 性 算 子．V E v,f(t， )和 g(t， )是 

Le~sgue可测，并且满足 

H2)对于任意 t E R ，f(t，0)=0，g(t，0)=0． 

H3)V ，Y E V存在常数 k>0使得 

ll g(t，Y)一g(t， )ll≤ k ll Y— ll a．e．t． 

1-14)t E R ，存在常数 口>0， >0， E R，和 
一 个非负连续函数 y(t)，使得 

2(f(t， )， )+ ll g(t， ) ≤ 

一 口 l1 ll 2+ I I 2+y(t)e- ， ∈ ． 

对于任意 >0，y(t)满足limy(t)／em=0． 

3 强解的稳定性(Stability of strong solution) 

定理 3．1 P 是方程(2)的全局强解l ．V t≥ 

0如果上述假设条件成立，并且 a／m 一 —ap + 

2／10>0，则存在常数 r>0，C>0使得 

E l P l ≤C·e ． (3) 

证 为了证明方便，令 P，=P(t，a)，P0： 

P(O，a)．首先，可以取一个尽可能小的数 >0，使 

得 一 >0．则由 可得 

e( n l P￡l 一l Po l ： 

( 一 )l e( 一 ) I P I ds+ 
J 0 

2 f
。

t

e(~-3)s(一 一 s,a 聃 s+ 

2foe(~-e)*(f(s，P )，Ps)ds+ 

2 f
。

t

e(~-a),(g(s， ) ， )+ 

lg(s， )ll ． (4) 

根据一2(筹， )=( (s，。) d。) 可得 
e‘ 一 ) E 1 l ≤ 

E l Po l +( 一 )f 。( 一 )sE l Ps l d + 
J 0 

El：e( 一 ll g(s， )ll；ds一 
2 oI。e )sE 1 l ds+ J 

0 

2 e ( ， )， )ds+ 

t 

j。A 。 s． (5) 

由假设 1-14)可得 

e( ) E 1 l ≤ 

E l P。l +( 一 + )fte(~-3)sE 1 l d 一 
J 0 

f 。( 一 )sE ll Ps ll d + 
J 0 

( z一2／10)fte(~-3)sE 1 l zd +fy(￡e-盎d ． J 
0 J 

(6) 

式(6)又可以被表示为 

e(~-3)tE l Pl l ≤ 

El P。1 +( 一 一川
． 

1 + 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第6期 张启敏等：一类随机人口发展系统的指数稳定性 909 

l y(s)e～ds． (7) 

其中 v=alto 一 —A +2 o． 

当 一v≤0时，可得至0 

e( )zE{Pt l ≤E l Po l +I y(s e-＆ds． 

即存在一个常数 k=k( )>0使得 

E l P l ≤(E l Po l + ( ))e一( 一 ． (8) 

另一方面，当 一v>0时，总可以找一个适当 

的数 >0，使得 一 一v>0．则，根据式(7)和 

Gronwall引理，存在一个正的常数 k( )>0使得 

E l P l ≤(E J Po l + ( ))e一“． (9) 

引理 3．1 如果定理 3．1的假设成立，则存在一 

个常数 C>0，r>0，使得 

J oE ll(g(M， ))ll dM≤Ce一 ，0≤s≤f． 
(10) 

证 类似定理3．1的证明，对任意的 >0， 一 

>0．如果 一v≤0，根据(7)可得 

(~-a)sE ≤ 
．  

(11) 

将式(11)代人式(6)，直接得到 

j ne‘ 一 E ll Ps ll ds≤ 

吉[ 二 +1][EIPol + y( ) 一蕊d ≤ 

[ __二— —±— — +1][E J P
ol z+ ( )]． a 

v + 一 。 一  。 ⋯  ‘ 

(12) 

所以，对 0≤ s≤ t， 

I E ll P ll du≤ 

e一‘ 一 ’ J e‘ 一 “E ll P ll dM≤ 

—  [ ! ： ! +1]
． [E l Pol 2+k( )] 一( — )s． 

(13) 

根据 H3)和 H4)，有 

l E ll g(M，Pu) du≤ 

2I E ll g(M，P )一g(M，0)ll；du+ 

2l E ll g(M，0) du≤ 

r￡ r￡ 

k1 l E ll P ll du+k2l y(u)e du≤ 

C(a)e一( 一 )s， (14) 

这里 k1，k2是正的常数． 

另一方面，如果 一v>0，能够选择一个适当 

的 >0，使得 v一 >0．这样由It6公式和假设得 

e(~-a) E l Pl J ≤ 

E l Po l +(v一 + + 一 

2 Ⅲ hE ds+ 

y(s)e-~Sds—a E ll (15) 

根据式(9)，由式(15)可以得到 

a I e( )sE ll Ps ll 2ds≤ J 
0 

E l Po l +c(v一 + + 

一 2kto)Ite-asds+ ( )． 一 0 

采用与式(13)和(14)相似的方法，可以证明式(io) 

也成立 ．这样，引理 3．1得证． 

引理 3．2 如果定理 3．1的假设成立，则存在一 

个常数 >0，使得 

E( sup l Pl l )≤M． 
O≤ l< ∞ ‘ 

证 由It6公式 

J Pl f 一l P。l ： 

(一 一 s,a Ps}ds+ ． 

r￡ r￡ 2J
。

( s，Ps)，Ps}ds+ g(s，Ps) s+ 

2J。( ，g(s，Ps)daJs)- (16) 
根据 Burkholder-Davis—Gundy不等式，对任意 T E 

R ，有 

2E[
⋯
sup州ff~(Ps，g ) )f]≤ 

~El su p J Ps i ]+ ， )ll ．(17) 
其中K ，K：是两个正的常数．因此，由上式可得 

E(
。一
sup l Ps 1 2)≤ 

El Po l + f E l Ps J d +fTy( )e-~Sd + J 0 J 0 

Ef su p l es l ]+K II：：d l8) 

根据定理 3．1和引理 3．1．可以证明引王单3 2 
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定理 3．2 如果定理3．1的假设成立，则存在正 

的常数 M，￡和集合N0 c ，且 P(N0)=0，使得对 

每一个 ∈，v。，存在一个正的数 T( )使得下式成 

立 ： 

l P l ≤M·e ，v t≥T( )． (19) 

证 对于自然数 ，v，当 ≥，v时．特别地，当 ，v 

取充分大时，容易得到 

P{sup l P l ≥￡ }≤ 
t∈【N．N+Ij 

Pl I PN I z≥￡ ／4}+pl 1 I zd ≥￡ ／4}+ 

P{I y(s)e- ds≥￡ ／4}+ 

P{[sup I I． ( ，g(s， )d )I]≥￡ ／4}， 
I∈【N．N+1j 

(20) 

其中￡ ：ce一 ． 

对式(20)的第一项和第二项应用 Kolmogorov 

不等式和定理 3．1，并且对最后一项应用 Burkholder- 

Davis．Gundy不等式和 H61der不等式，采用与上面分 

析相同的方法，则存在一个正的常数 K3使得 

P[sup l P l ≥￡ ]≤K3e一 ． 

应用 Borel—Cantelli引理，几乎对所有 ∈ 力，存在 
一 个正的数 T( )，使得 

l P l ≤M·e ，v t≥T( )． (21) 

定理 3．2得证． 

4 结论(Conclusion) 

给出一类随机时变人口发展系统，并对系统的 

指数稳定性进行了讨论．本文的结论对人口的预测 

与控制有一定的指导意义．在系统模型中，如果把 

卢(t，a)选作控制变量，对系统的稳定性没有影响． 

可采用与文献[2]相同的方法讨论生育率 卢(t，a) 

的最优控制． 
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