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摘要：传统的投资消费决策问题考虑的消费对象局限于单一的非可存品或者单一的可存品．而且假定银行的 

贷款利率等于存款利率．本文假定银行的贷款利率大于存款利率，并且投资者的消费对象为包含可存品与非可存 

品的组合．可存品的价格假设服从几何布朗运动，它的折旧率假定为一个常值．应用随机控制方法，得到等弹性效 

用函数情形下的最优投资消费策略的显式表达． 
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Abstract：The consumption object considered in the traditional investment consumption decision problem is either a single 

perishable product or a single durable product and the borrowing rate of the bank is assumed to be equal to the deposit rate．In 

this paperthe borrowing rate ofthe bankis assumedtobe higherthan itsdeposit rate，andthe consumption objects oftheinvestor 

ale suppo sedto be amixture ofperishableanddurable products．Th eunit price ofthe durable productis assH．iI~ to follow age- 

ometric Brownian  motion  and the physical depreciation rate ofthe durable goods is supposed to be a constant．By using stochastic 

control methods，optimal investment-con sumption strategies ale derived explicitly for the isoelastic utility function case． 

Key words：optimal investment-consum ption；durable good；stochastic control；rUB(Hamilton Jacobi Bellman)equation 

1 引言(Introduction) 

投资消费问题就是投资者如何安排给定时域内 

的投资和消费使得消费的期望效用与最终财富的期 

望效用之和最大(如果是有限时域)或者使得消费的 

期望效用最大(如果是无限时域)的问题．消费对象 

的种类影响到整个投资消费决策．根据对投资决策 

的影响不同，一般把消费对象分为两类：一类是不能 

存储，一经购买应立即消费，其效用一次性释放，比 

如食品等，这里称之为非可存品；另一类是可以长久 

使用，在被使用期间其效用慢慢释放，同时在使用一 

段时间后，消费者还可以将它卖出，再购买新的消费 

对象，比如房屋、汽车、衣服、家具等，这里称之为可 

存品．可存品又可分为两类：一类是可分可存品，如 

衣服、家具等；另一类是不可分可存品，如汽车、房屋 
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等．传统的投资消费模型中的消费对象只考虑单类 

的消费品，如 Merton⋯，Cuoco与 Liu[ J考虑了非可 

存消费品；Grossman与 Laroque[ J考虑了可存消费 

品．但实际生活中，人们的消费对象往往是这两类消 

费品的结合．另外，传统的投资消费模型都假定银行 

的贷款利率等于存款利率，但实际中，贷款利率应大 

于存款利率．Fleming[ j和 xu【 ]曾考虑了这种情形， 

但它们的消费品却是单一的． 

针对这一实际情况，本文考虑这样一个投资消 

费问题：投资对象是可分可存品与非可存品的结合， 

并假定银行的贷款利率大于存款利率．利用随机最 

优控制方法以及 Kuhn—Tucker条件证明了等弹性效 

用函数情形下最优策略的存在性并得到了最优策略 

的显式表达． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


912 控 制 理 论 与 应 用 第 2l卷 

2 模型(Mode1) 

考虑一个概率空间 ( ， ，P， )，设 = 

(Iv,1， )，其中 (i=1，2)是概率空间 (n， 

P， ，)上的一维 Brown运动，且 与 互不相 

关．{ } o是 的自然滤波． 

这里只考虑两类不同的资产：一是无风险证券， 

价格为 P t≥0，满足方程 

f r POtdt，Po￡≥ 0， 

dp。t d
， POt< 0． 

其中 rf，r：分别为存款和贷款利率，且 r：> ．另一 

类是风险证券，价格过程为 P ，t≥0，满足方程 

dp =P _6￡dt+ dWIJ． 

其中 b 表示瞬时期望收益率， 表示瞬时扩散率． 

而且自然假定 b >r：．设可存消费品价格过程 s ， 

t≥0满足方程 

dsf：s￡[tzfdt+ 1fdW +t72td ]，s(0)=s． 

(1) 

考虑到可存品的物理折旧过程，不妨假设它的 

折旧率为 艿，若 t时投资者手头可存品的数量为 

， 则有 

dMf=一~Mtdt． 

假定以上系数 r ，r：，b ， ， ⋯ 2 ，tz 均是t≥0的 

确定的一致有界的函数．令 

= {{ }t≥0一适应的过程 g ： 

rr 

I 1l g ll qds<∞，a．e．一P，V T>0}， 

q = 1．2． 

设非可存品的消费率(单位时间的消费量)为 c E 

L ，rto E L ，7【 ∈L ，0 E L 分别表示投资者对无 

风险证券、风险证券以及可存品的持有量．兀o ，兀 可 

正可负，为正时表示持有多头，为负时表示持有空 

头，0 ≥0．设 表示投资者的财富过程，初始财富 

为 ．若 Ⅳ0 ，Ⅳ￡， 分别表示t时投资者手头无风 

险证券、风险证券和可存品的数量，则 

rtOf= NofPof，7【t= Pf，0f= Mt sf， 

f= rtof+7【f+0t= NofPo￡+ NtPt+Mf sf． 

由 公式(具体推导可参见文献[6]第 5．3节或文 

献[7]第 3节)，有 

dxf=Nofdpo
f
+ Ntdp

f
+ Mtdsf— Ctdt= 

[Xtr￡+7【f(b 一 )+0 (tzt—rl一艿)一 

( f一7【f一0f)一(r：一r￡)一cf]df+ 

(7【 f+0t 1f)d +0ft72td ． (2) 

定义 称一个三元变量组 (兀 ，0 ，c )为一个允 

许策略，如果 7【 ∈ L ，0 E L ，c E L ，且 0 ≥0， 

Ct≥0， ≥0，t≥0．所有允许策略的集合，记为 

A( ，s)． 

考虑一个无限时域(时间范围)的情形，设投资 

者采取允许策略 (兀 ，0 ，c )时，折扣条件效用为 

．，( ，、 ，一， ( 
，s)：Eo[r e—Pl (Ct )df]．(3) 

其中 (c ， )是关于 c ， 可微的凹函数， = 

／s =M ，』D>0为折扣因子．投资者的目的就是要 

从 A( ，s)中选 取 一 个 策 略 (兀 ，0 ，c )使 得 

．， ，、 ’ ，’( ， )最大．因此 投资者的值函数定义为 

( ，s)： sup J‘ ，’ ， ’( 
，s)． (4) 

(Ⅱ ，01，CI)∈· (』· ) 

3 引理(Lemmas) 

对应问题(4)，由随机最优控制原理(见文献[8] 

Ⅲ．9)及 It6公式容易得到HJB方程为 

lD = Xtr + tzts +吉 ( + ； )s；+ 

． ∈I
+ 

)· (5) 

其中 

(7【 ，0 ，c )= 

(c ， )+ [7【 (b 一r￡)+0 (tz 一r￡一艿)一 

( 一7【 一 )一(r；一r￡)一c ]+ 

{ [ ；+ ( + ； )+27t 0 ]+ 

s [7【 1 +0 ( } + ； )]， 

：  =  

=  =  

下面考虑一类特殊的可分离、等弹性效用函数， 

它的一般表达式如下： 

u(Ct )= ( )̈ ． (6) 

其中参数 p，y E (0，1)． 

下面求解(6)对应的HJB方程(5)． 

因对 V k>0，(7【 ，0 ，c )E A( ，s)甘 (kTt ，kO ， 

kc )E A(kx，ks)，且 ( ， )= ( 一 (c ， )， 

故 ( ，ks)：kp( y V( ，s)，特别取 k：s-。，则 

V( ，s)= s p( 一y V(x／s，1)： s p( 一 V1(x／s)．令 

Xt／sf=Yf，赍f=7【f／sf， =O,／sf， =Ct／sf并代人式 

(5)得 
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{ID— (1一y)[ 一 (1一 (1一y))( + )]}VI(y)： 

sup 骨 ， ，e )． (7) 
t
I

∈_ ￡I· ．
I
∈ + 

其中 

赍 ， ， )： 

( 一卢) + i()，)[(Ft+ 

(1一p(1一y))( { + ； )一l-Zt)(Y 一 )一 

+赍 (b 一r 一(1一』9(1一y)) h)一 

(Yt一赍 一 )一( 一r1)一e ]+ 

1

，， ()，)[赍； ；+( } + ； )()， 一 ) 一 

2 1 (Y 一 )]． 

令 

(食 ， ，e )： 

( -f1) 一 + (y)[(rf+(1一』9(1一 

y))( { + i )一,ut)(Y 一 )一 + 

赍 (6 一 一(1一fl(1一y)) 1 )一 ]+去 (y)[赍； ；+ 

( } + i )(Y 一 ) 一2~t Glt(Y 一 )]， 

五(赍 ， ，e )： 

( -f1) 一 + ()，)[(“ (1一 (1一y))( }t+ 

； )一 )()， 一 )一 +赍 (6 一r：一(1一 

(1一y)) 1 )一e ]+{ ()，)[赍； ；+ 

( + ； )( 一 ) 一2Jr Glt( 一 )]， 

( ，e )： 

古( -f1) +l， ()，)[( +(1一p(1一y))( }t+ 
)一l-Zt)( 一 )一艿 +(Yt一 )(b 一Ft一(1一 

卢(1一y)) 1 )一e ]+{ (Y)( + 

{ +盯； 一2a：1 )(Y 一 ) ， 

显然 

r (赍 ， ，e )，Y 一赍 一 >0， 

(赍 ， ， )：{ ( ，6t)， Y 一赍 一 0， 
【五(赍 ， )，Y 一完 一 <0． 

首先求解Yt一赍 一 0的情形，即解方程 

{lD— (1一y)[ 一 1(1一 (1一y))( + ； )]}I，l( )= 

sup (赍 ， ，c．t)． (8) 

方程(8)的值函数具有下面形式： 

1()，)： 口∥ ～． (9) 

最优控制具有形式 

it ：口 Yt， ￡：a口Yt，et： 口c，，t． (10) 

将式(9)代入式(8)整理得 

{lD—fl(1一y) 一 1(1一fl(1— 

7))( {t+ } 口∥ ： 

su

．

p 
+

{ (删  + 

口 1． [(Ft+(1一 (1一y))( } + 

； )一l-Zt)(Y 一 )一 +赍 (b 一 一(1一fl(1一 

y)) Glt)一ec]一 1 一 [ ；+ 

( { + ； )(Yt— ) 一2俞 Glt()， 一 )]}， 

那么式(8)取最大值的一阶条件为 

纂三 -(1 l—y)) 11)一 
ya,y； 一 [食 一 Olt(y 一 )]：0，(11) 

： (1一 # 一 

口 f [rt+(1一J8(1一y))( { + ； )一 

+ ]+ ∥ 一 [( { + i )( 一 )一 

符 di lf] 0， (12) 

ofl
：  

‘1一y)． 舢 一 
一  ： 0． (13) 

由式(13)及 ：a口Yt，e ：口 得 

a ： ‘ 一y)． 口5 一卢)( 一 ． (14) 

由式(11)及赍 ：a Y ， =a口Yt得 

(6广 r广(1．y)(1一／3) 1 O"
t 

．  

(15) 

由式(12)及ft ：a Y ， ：a口Y ，e ：口 yl得 

(1一f1) (1-r)a~r一卢( 一 一 

a [ +(1一 (1一y))一 + ]+ 

[( { + ； )(1一a口)一aug 1 ]=0．(16) 

将式(15)代人式(16)，并利用式(14)得 

ac ： 

；+ +(1-y)(1． 

f1) i 一 +艿+a ~
．

t(b 一 )]。 ． (17) 
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将 y)= 口 l_y，赍 口 ， t=aoYt,ct= 

口 代人式(8)并整理得 

P
一  一  (1一 (1一y))( } 2f)]= 

( 一1)口c+J r,+(1—3(1一y))( }t+ 

i )一 ](1一口口)一8a日+口 [b 一rf一 

(1—3(1一y)) 。 ]一 [口2 ；+ 

( } + ；￡)(1一口日) 一2a ￡ lf(1一口 )]． 

再利用式(14)，(15)，(17)得 

o口；+Al口 +A2：0． (18) 

其中 

( +T1+7) ； =(南+ 
l = [rc+(1一y)(1一 ) it一 

+ (6 一 )]， 

z一  + _(1 

{(1一 )[1+(1一 )(1一y)]( }，+ 

it)+—2 7
a
2[6t—rf一( 一 )(1一y) t l ] · 

因有 >0， >0限制，故要求 >0，口 >0．由 

式(17)及式(18)得 

口 ： 4。口目+ ( o一 — — ； )口；： 

一  42一 (1一y) i 口；． (19) 

对方程(18)(注意到 Ao>0)，作如下讨论： 

1)若 l>0，A2>0，．则方程(18)无正根； 

2)若 l<0，A2>0，则方程(18)要么只有零 

根要么有两个正根．但由式(19)知，这两种情形都会 

使得 口，<0； 

3)若 A2<0，则方程(18)有唯一一个正根．由 

式(19)知，要保证 口 >0，当且仅当 A2<一 1(1一 

y) ； 口 ． 

从而有下面引理： 

引理 1 若 A2<0， 是方程(18)的唯一正根， 

且有 2<一{(1一y) i 口；，贝0当 一丌 一0 >0 

时，问题(5)对应问题的最优投资消费策略为 

丌 =口 x￡，01；=ao x￡，Cl t=acx￡， (20) 

值函数为 

VI( )： “ 卜 ． 

其中 ，为这个策略下的财富过程， ，口 ，nr分别由 

式(14)，(15)，(19)给出． 

证 由上面过程可知，式(20)是个允许策略．要 

证明式(20)为最优策略，V】( ，s)是此策略下的值 

函数，由文献[8]Theorem IV5．1知，只需验证 

lira e- E[ ‘ 一声)‘ 一y)]=0． 

验证过程略． 证毕． 

类似于求解方程(8)的方法分别求解 yf一赍 一 

，<0，yf一骨 一 ，=0这两种情形下的方程，类似的 

讨论可以得到这两种情形分别对应的结论如下： 

引理 2 若 A <0，口5是下面方程的唯一正 

根： 

A6a2o+A ao+ {=0． 

其中 

A6：Ao， 

，_ [“ (1一y)(1一 i 一 

+ +
~ r lt(b

t 一  )]， 

= 一 号+ { _(1 1(1一 
)[1+(1一 )(1一y)]( } + ； )+ 

麦[ (1一f1)(1一 t] }， 

且有 <一 (1一y) ； ，则当 一 一0 <0 

时，问题(5)对应问题的最优投资消费策略为 

丌 ： 口 ￡， = 口 f， C2 t = 口 ￡， 

值函数为 

( )= 口 卜 卜 ， 

其中 为这个策略下的财富过程， 

口 =去 一：_(1-y)(1-／~)O't 0"1t)一 O"t 5， 
：
卫
1-fl + (1-y)(1一 

) i 一 + +~ rl t(b 一r：)]口 ， 

口 ： p‘ 一y ～口5‘ 一p)‘ 一 ． 

引理 3 若 <0． 是如下方程的唯一正根： 
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= ( + 小  )2+ ]= 

( + )【( )2+ ]， 

A =丁_=l_ [6t一 t+ +(1一卢)(1一y)( }t+ 

；￡一2 f 1￡)一y( f2一 f 1f)]， 

一 号+ {6f一(1- +吉(1 
(1一 )(1一y)]( } + ； )一 

(1一卢)(1一y) CYlt一 ；}， 

且有A <一{卢(1一y)[( 一 1 ) + ； )](0 ) ， 

则当 一7【 一 =0时，问题(5)对应问题的最优投 

资消费策略为 

7【 =(1—0 ) ￡， = 0 ，C3 t=0 f， 

值函数为 

( )= n " ～． 

其中 为这个策略下的财富过程， 

n = 一 一 {卢(1一y)[( 一 

1 )2+ ； )](口 )2， 

0 = (0 )J9‘ 一 一 (0 )(1-／~ ‘ 一 ． 

4 定理及其证明(Theorem and its proof) 

这节考虑问题(5)，基于上节的 3个引理，有下 

面定理成立 ： 

定理 在引理 1～3的假设条件下，问题(5)的 

最优投资消费策略 (兀 ， ，Ct )给出如下： 

(7【 ， ，Ct )= 

f(7【 ， ，Cl t)，72<1， 

{( ， ，C3 t)， 1≤1≤772， 
l(7【 ， ，C2 t)，1< 1， 

772< 1， 

1≤ 1≤ 772， 

1 < 1． 

a ，a口，a ；0 ，a ，a 分另0同弓I理 1，弓I理 2． 

证 只给出 口 +a ≤a +a口情形的证明，对 

于情形 a +a ≤n +a 证明类似，故略去． 

1)当7【 + < 即a +a口<1时，因对任意 

7【f+ > f，Cf>0，者 有 

(兀 + )(r：一rf)≥ (r：一rf)， 

故 

(7【 ， ，C )= 

U(C ， )+ [7【 (b 一厂：)+ ( 一厂：一 )+ 

(r：一rf)一cf]+去 [ ；+ ；( + ； )+ 

27【f f f l ]+s￡ [7【f f 1，+ ( } + i )]≤ 

(7【 ， ，C )≤ (7【 ， ，Cl t)． 

而对 V 7【 + ≥ ，c >0，有 7【 ， ，c )= (7【 ， 

，，C )，所以结论成立． 

2)当7【 + ≤ ≤7【 + ，且口0 +0 ≤ 

l≤a +a口时，考虑下面两个约束最优问题： 

rma) (7【f， ，cf)， 

{s．t．7【f+ ≤ f， 

L > 0，Cf> 0， 

rma) (7【f， ，c￡)， 

{s．t．7【f+ f≥ ￡， 

L > 0，Cf> 0． 

利用 Kuhn—Tucker条件容易验证：( ， ，C3 t)是 

这两个问题的最优解，从而命题得证． 

3)当 <7【 + 即 1<0 +a 时，因对任 

意 7【￡+ ≤ ￡，C￡>0，都有 

(丌 + )(r：一r1)≤ (r：一r1)． 

容易验证，此时有 

(7【 ， ，C )≤-厂2(7【 ， ，C )≤ 

f2( ， ，C2 t)． 

而对 7【f+ ￡> f，c￡>0，／(7【￡， ￡，c￡)=-厂2(7【￡， ￡， 

C，)．所以结论成立． 证毕． 

5 结论(Conclusion) 

讨论了一个以可存品与非可存品为消费对象、 

贷款利率大于存款利率情况下的最优投资消费问 

题．取等弹性函数为效用函数，通过求解 HJB方程， 

得到了最优投资消费控制及值函数的显式表达． 
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第 6届中国智能机器人学术研讨会纪要 

(2004年 11月 10日) 

由中国人工智能学会智能机器人专业委员会主办，华中科技大学控制科学与工程系承办，中国人工智能 

学会机器人足球竞赛工作委员会和上海广茂达伙伴机器人有限公司协办的第 6届中国智能机器人学术研讨 

会于 2004年 11月 1～3日在武汉隆重召开．中国工程院院士、华中科技大学校长樊明武教授，中国科学院院 

士杨叔子教授，中国科学院院士熊有伦教授，中国人工智能学会理事长钟义信教授，中国人工智能学会指导 

委员会主任涂序彦教授，中国人工智能学会副理事长、智能机器人专业委员会名誉主任蔡自兴教授等嘉宾和 

来 自全国和海外的专家学者 150余人出席了开幕式．开幕式由本次会议组委会主任、华中科技大学控制科学 

与工程系主任王红卫教授主持，大会主席、中国人工智能学会智能机器人专业委员会主任黄心汉教授致开幕 

词，华中科技大学校长樊明武院士致欢迎词，杨叔子院士、钟义信理事长、涂序彦教授和蔡自兴教授发表了热 

情洋溢的讲话，向大会的召开表示热烈祝贺，涂序彦教授还宣读了他为大会所作的祝贺诗． 

开幕式后，涂序彦教授、熊有伦院士、蔡自兴教授等 11位专家作了大会报告．来自国内和海外的60位专 

家学者在各分会场报告了学术论文和科技成果，会场内外气氛活跃、讨论深入，代表们从不同侧面展示了近 

年来在智能机器人研究中的丰硕成果，交流了科技开发和学术活动的宝贵经验，展望了未来智能机器人的发 

展方向，深入探讨了智能机器人的发展战略．经过大会评审委员会的认真讨论和审议，评选出同济大学陈启 

军报告的“一种简单的机器人鲁棒自适应轨迹跟踪控制算法”和中科院合肥智能机械研究所吴仲城报告的 

“机器人网络化神经单元设计与实现”为本次大会的优秀论文．本次学术研讨会是我国智能机器人科技界、学 

术界和产业界的又一次盛会，它为我国智能机器人科技与产业的发展起到了重要的推动作用． 

在本次学术会议期间，还进行了足球机器人表演赛，大会组委会邀请了近年来在国内和国际比赛中取得 

优异成绩的部分队伍参加比赛和表演，经过紧张角逐，华南理工大学、武汉大学和华中科技大学代表队分获 

5对 5仿真组的前三名，武汉科技大学、武汉工程大学和华中科技大学代表队分获 11对 11仿真组前三名．通 

过比赛和表演，达到了切磋技艺、交流经验、活跃和丰富学术活动的目的． 

大会期间，举行了智能机器人专业委员会全体与会委员会议，会议听取和讨论了黄心汉主任委员的工作 

报告，与会委员对专业委员会的工作表示满意，对今后的工作提出了许多有益的建议．会议对第 3届专业委 

员会增补委员候选人进行了审议和表决，决定增补马宏绪等 16人为中国人工智能学会智能机器人专业委员 

会委员．会议还审议和讨论了2006年第 7届中国智能机器人学术研讨会的承办单位和举办地，哈尔滨工业 

大学、中科院自动化所、南京理工大学等单位在会上提出了申请，经过全体委员投票表决，决定 2006年第 7 

届中国智能机器人学术研讨会由哈尔滨工业大学承办． 
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