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摘要：研究了两耦合混沌系统之间2：l内共振条件下的相位混沌同步现象，发现随着耦合程度的增加，系统会 

进入相位混沌同步．当耦合程度的增加到一定值时，相位混沌同步现象消失．通过计算相应的 Lyapunov指数，发现 

相位混沌同步现象的产生与消失与耦合系统的 Lyapunov指数之间存在一定的关系． 
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Phase synchronization of two coupled chaotic systems 

with internal resonance 

BI Qin—sheng ，ZOU Yong ，LIU Zeng—rong2，CHEN Guan—rong3 

(1．Faculty of Science，Jiangsu University，Zhenjiang Jiangsu 212013，China； 

2．Department of Mathematics，Shanghai University，Shanghai 200436，China； 

3．1~partment of Electrical Engineering，City University of Hong Kong，Hong Kong) 

Abstract：Phase synchronization of two coupled chaotic systems with 2：1 internal resonance is studied．It demonstrats that． 

wi th the increase of coupfing strength，the system leads to phase synchronization．However，when further increasing the coupling 

strength to a threthold，the phenomenon of phase syn chronization disappears．By calculating the Lyapunov exponents，it is found 

that phase synchronization is related to the change of the values of the Lyapunov expo nents． 
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1 引言(Introduction) 

近几年来混沌同步的研究一直是十分活跃的． 

起初人们发现，两相同混沌系统之间由于存在着相 

互作用，在一定条件下，两系统中的状态变量会逐渐 
一 致，而其时间历程依然保持混沌，即相同混沌同 

步 1 ．这方面的研究很快被推广到一般的混沌系 

统中．在一定的条件下，两不相同混沌系统的状态变 

量之间存在着一定的函数关系，即广义混沌同 

步 ~5 J．近几年来，以 Rosenblum，Pikovsky和 Kurths 

为代表的学者提出了相位混沌同步的概念_6’7j，他 

们首先定义了混沌运动的相位，并以Lorenz等系统 

为例发现，当耦合程度大于一定值时，两耦合系统的 

状态变量之间存在着相位的一致性，而其振幅都是 

混沌的，且是不相关的【8,9 J．这些结果都是基于两耦 

合系统基本相同只存在微小固有频率扰动的基础上 

而得到的．人们自然要问，当系统的固有频率不匹配 

时，是否还存在相位混沌同步的现象?而内共振则 

是工程实际中经常出现的现象，其混沌的模式也比 

较复杂l加 ．本文正是基于这种情况，讨论两混沌 

系统之间存在2：1内共振的条件下系统的相位混沌 

同步现象．作者发现，在一定的参数条件下，系统依 

然保持有相位混沌同步现象．作者计算了相应的 

Lyapunov指数，发现相位混沌同步现象与耦合系统 

的Lyapunov指数之间存在一定的关系． 

2 混沌运动 的相位 和频 率 (Phase and fre— 

quency of chaotic movement) 

混沌运动的相位不是可以直接得到的，只能通 

过间接的方法来计算．本文中，借助于 Poincare映射 

来定义混沌运动的相位和频率_8’9j．设 t ，t 分别 

表示第 k和k+1第次与Poincare截面相交时的时间 

度量，对 t <t<t ，其瞬时相位定义为 

( )=27c +27c __ ． 
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相应地，混沌运动的平均频率为 

∞ = ． (2) 
一 ∞ ￡、 V， 

其中 t(N)表示相点第 ～次相交到 Poincare截面时 

所需要的时间．数值上发现当 Ⅳ为 lO6时 面能计算 

到小数点后4，5位有效数字．在本文的计算中 ～值 

设为 l06． 

自治混沌振子系统的相位动力行为可以描述为 

声=∞+F(A)． (3) 

其中 ∞’表示混沌运动的平均频率，F(A)表示频率 

对振幅的依赖情况(振幅 A假设为混沌的)．对于耦 

合振子，式(3)的一般形式可以写为 

声1
，
2 = ( 1

．

2+ F1
．2(A1．2)+eG(声2、1，声1．2)．(4) 

其中 G对每个变量都是以2兀为周期的描述耦合情 

况的．在最简单情形下，假设 G( 1， 2)=sin( 2一 

声：)．这样相位差为 △声=声 一j＆：．由式(4)有 

：∞1一∞2I2Esin(△声)+F1( 一F2( ． 

(5) 

上式与噪声作用下周期运动的锁相解的表达式的形 

式是相似的，不过此时其相位的变化依赖于混沌运 

动的幅值，而不是噪声的大小．这样就可以进一步研 

究一定条件下其混沌运动的锁相行为．下面对具体 

的系统进行相位同步分析． 

3 内共振耦合 Rossler混沌系统的相位混 

沌 同步 (Chaotic phase synchronization of 

coupled Rossler systems with intemal reso— 

nance) 

考虑如下耦合 Rossler混沌系统： 

1 =一( 1 Y1一 1+∈( 2一 1)， 

1 ( 1 3f1+ ayl， 

21=f+ 1( 1一c)， 
2=一 2)，2一 2+∈( 1一 2)， (6) 

y2 092~2+ ay2． 

2=f+ 2( 2一c)． 

其中 n=0．15，f=O．2，c=10．0．参数∞1，∞2分别 

表示两系统的固有频率，∈表示耦合程度．为研究 

2：1内共振时的相位混沌同步现象，取 

CO1=1．0，( 2=0．5+ ． (7) 

其中 表示频率∞：的调谐值．为方便分析起见，固 

定 ：0．04．图 1给出了两耦合系统混沌频率之差 

与 ∈的关系曲线，其中纵坐标△∞=∞1—2∞2，∞1，∞2 

分别表示两耦合系统混沌频率．从图 1中可以看出， 

随着耦合程度的增加，△∞也逐渐增加，到 ∈等于 

0．02453时，△∞为 0，也即两耦合系统混沌频率为 

1：2，与原系统的频率之比相同．随着 ∈的继续增加， 

△ 固定在 0值，即不随 ∈的变化而变化，直到 ∈为 

0．03496时 △∞才开始增加为非 0值，显然 ∈在 

0．02453~]0．03496之间，耦合系统存在相位混沌同 

步现象． 
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图 1 混沌运动的频率差值 △ = 。一2w2与 ￡的关系 

Fig．1 Frequency difference△ = l一2w2 via coupling st呦 gIll￡ 

此时再来考察相应的状态变量，图 2给出了当 

∈为0．030时系统的相图．从图2中可以清楚地看出 

此时系统仍然是混沌的． 

15 一l0 —5 0 5 l0 l5 20 

X I 

幽 2 l—Yl的相幽 

Fig．2 Phase trajectory of l—Yl 

在图3中给出了此时两耦合混沌系统状态变量 

之间的关系．从图3中可以看出，此时两耦合混沌系 

统状态变量之间是不相关的． 

为进一步说明系统的相位混沌同步现象，图4 

分别给出了 ∈为 0．010，0．020，0．025，0．028，0．030， 

0．032，0．038时(曲线从下往上)的△∞随时间变化 

的情况．为方便表示起见，此时已经省去了 ： 

一 一 一 一 

m O m ：2 加 
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200000之前的数值，也即图4中 T=0表示 T= 

200000，从此开始计值． 

从图4中不难看出，随着时间 的增加，△ = 

co 一2c5，值逐渐趋于稳定，当￡在一定的范围内，△ 

固定为 0，即两耦合混沌系统处于相位混沌同步 

状态 ． 
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图 3 1一 2的相图 

Fig．3 Phase trajectory of 1一 2 
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图4 混沌运动的频率差值 △ =面1—2面2与 的关系 

Fig．4 Frequency difference Aco = 面1—2652 via time T 

为揭示其相位混沌同步的本质，在图 5中给出 

了系统前4个大的Lyaponov指数随耦合程度 e的 

变化情况(其余两个分别在 一14．05和 一28．31左 

右，图略)． 

从图5中可以发现，在 e比较小时，耦合系统有 

两个 Lyaponov指数为0，两个Lyaponov指数大于0， 

当e增加到0．02453时，其中一个先变为负值，此时 

出现相位混沌同步现象，当 e增加到0．02679时，其 

中一个正的Lyaponov指数变为负值，但不影响系统 

的相位混沌同步效应，但当 e增加到0．03496时，此 

已变为负值的 Lyaponov指数又变为 0值，此时，相 

位混沌同步现象消失．从图5中可以看出，相位混沌 

同步现象与 Lyaponov指数之间存在着密切的关系． 

但其内在联系机理 目前 尚不清楚，有待于进一步 

研究 ． 

图 5 前4个大的Lyaponov指数(其中一个恒为0) 

Fig．5 Four largest Lyapunov exponents(One of 

which is always zero) 

4 结论与讨论(Conclusion and discussions) 

混沌系统2：1内共振时，在一定的参数条件下， 

系统存在着相位混沌 同步现象，但与文献 [8，9， 

13](O91 O92)的情况不同，当O91 2co2时，系统的 

相位混沌同步现象只在一定的耦合区间内存在，其 

Lyaponov指数的变化情况也不相同，虽然相位混沌 

同步开始时都对应着一个 0值 Lyaponov指数变为 

负值．对两个 3维子系统的耦合系统，子系统分别一 

正、一负和一个为 0值 Lyaponov指数，其中一个 0 

值Lyaponov指数变为负值是系统相位混沌同步的 

门槛值，这也可以从文献[13]中的图 1看出，而耦合 

系统又具有两个0值 Lyaponov指数，为相位混沌同 

步现象的另一个门槛值． 

需要指出的是，目前考虑的混沌系统还是比较 

简单的，复杂系统中的相位混沌同步以及外激励对 

相位混沌同步存在什么样的影响尚需进一步探讨． 

还需指出的一点是，虽然在实际生活中，能表示 

成确定性方程的系统不是很多，也很难将其与噪声 

和外界的不确定性分开，但系统的固有频率之间总 

会存在一定的关系，而相位混沌同步也就可能存在， 

比如 Schafer等人  ̈J就在心血管系统中的相位混沌 

同步应用方面取得了一定的结果． 
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