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摘要：以系统的瞬间特征值作为高质量同步的指标，讨论了两个耦合的混沌系统完全同步时参数选择的问题． 

当运用线性定常系统稳定性的理论判定耦合后混沌吸引子的线性化同步系统的瞬间特征值时，即使其处处有负实 

部，混沌完全同步也会失去．但是，使用线性时变连续系统的稳定性理论分析其瞬间特征值，给出耦合函数参数的 

选择范围，耦合的混沌吸引子完全同步的状态就能够达到稳定．将该分析方法分别应用于 R6ssler和 Lorenz混沌系 

统，通过数值仿真，发现其结果与理论分析相符，从而表明了该分析方法的有效性． 
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Parameter selection in complete synchronization 

for coupled chaotic system 
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(1．Department ofAutomation，NanjingUniversity of Science&Technology，Nanjing Jiangsu 210094，China； 

(2．College of Electronic and Electrical Engineering，Nanjing Normal University，Jiangsu Nanjing 210042，China) 

Abstract：The instantaneous eigenvalues ale used as indicators of complete synchronization quality in coupled chaotic sys— 

tem．Unfommately。the synchronization is lost when the stabifity’S criterion of linear constant coefficient system is employed， 

even if the eigenvalues of the linearized synchronization dyn amics have negative real parts everywhere on the atwactor．However， 

by using the criterion ofthe stabifity oftime-varying systems，the synchronization state is stable when the range ofthe parameters 

in a vector coupling function is given．Moreover，the analytic method is tested  in coupled  R6ssler and Lorenz system，andthe nu— 

merical results demonstrate the effectiveness of the theoretical analysis． 
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l 引言(Introduction) 

近年来，混沌的研究是科学界热点问题之一，而 

混沌控制由于其在通讯、信息科学、生物、工程等领 

域中的巨大潜力和发展前途，已经引起了国内外科 

研工作者的广泛关注．混沌控制的含义非常广泛，包 

括混沌的诱导与控制．混沌完全同步是一种特殊的 

混沌系统控制问题，由于混沌同步在保密通讯、信号 

处理和生命科学等方面有着十分广泛的应用前景， 

近年来人们提出了许多混沌同步的方法l卜 ，为使 

混沌同步能够得到更好的应用，也为了保证有高质 

量的同步，对混沌同步条件的研究同样重要，已经受 

到人们的重视．对于耦合的两个相同的混沌吸引子， 

确定完全同步状态稳定的条件，通常是计算响应系 

统的李亚谱诺夫指数，如果所有指数都是负的，则说 

明两个系统同步．但是，由于混沌吸引子的局部不稳 

定性，这个条件并不能够总是保证有高质量的同步， 

因此人们使用驱动一响应系统的瞬间特征值来描述 

系统同步存在时的条件l4J．显然，对于线性定常系统 

来说，如果两个混沌吸引子的线性化同步的系数矩 

阵的特征值处处都具有负实部，可以确保两个混沌 

系统完全同步．但是，对于时变系统，则不能运用线 

性定常运动理论来判定_5．o J．文献[5，6]中说明了两 

个耦合的混沌系统，以其瞬间特征值作为系统同步 

的指标，用线性定常系统的理论来分析，得到的参数 

取值，并不能确定混沌系统会完全同步，而且举例说 

明了混沌系统同步状态的失去．但是，并没有进一步 

解决在这种情况下，耦合的混沌系统完全同步存在 

的条件．本文运用了线性时变系统的稳定性理论[7,8] 
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分析瞬间特征值，给出了混沌系统完全同步存在时 

的充分条件，则两个耦合的混沌系统的误差系统渐 

进稳定．数值仿真结果表明，将该方法应用于两个耦 

合的R6ssler和两个耦合的Lorenz混沌系统，得到了 

令人满意的结果，实现了两个耦合的混沌系统之间 

的完全同步． - 

2 问题的描述(Description of issue) 

考虑两个相同结构的耦合混沌系统，设驱动系 

统为 

n=f(“)． (1) 

其中，“=“(t)是驱动系统的向量，厂是混沌流形 

上的非线性向量函数．并假定系统(1)呈现混沌状 

态．设耦合后的响应系统为 

= f( )+(g(“)一g( ))． (2) 

其中， ： (t)是响应系统的状态向量，g是耦合向 

量函数，可以是线性的也可以是非线性的．g(／Z)可 

以看作是从驱动系统到响应系统的传输信号．当两 

个系统实现完全同步时，有 (t)=“(t)．为了更好 

地研究混沌系统完全同步时的稳定性，定义误差信号 

e= 一“， (3) 

那么，误差系统为 

∈=(f( )一f(“))一(g( )一g(“))． (4) 

当系统同步时只有很小的微扰，可将误差动态 

系统线性化，表示成如下的微分方程： 

∈= ． (5) 

其中 

J=Df(“)一 (“)． (6) 

(“)和 (“)分别是／和g沿着驱动系统的混沌 

轨迹 “(t)的偏微分．可见，驱动 一响应系统的系数 

矩阵(6)是随时间变化的，同步状态的稳定性不能够 

立即确定．为了确保高质量的同步，假定系数矩阵的 

瞬间特征值处处具有负实部．但是，用线性定常系统 

的稳定性作为瞬间特征值的判据，给出的参数选择 

范围，不能够确保混沌系统同步．下面考虑用线性时 

变连续系统理论来分析瞬间特征值，使其处处具有 

负实部，从而给出了两个耦合混沌系统完全同步时 

的充分条件． 

2．1 线性时变连续系统的稳定性判别方法[0](Dis． 

criminative method of stability’S theory in linear 

time—varying continuous systems) 

这里先介绍一下线性时变系统的稳定性判别方 

法，为后面分析实际的线性时变系统做准备．对于线 

性时变系统的稳定性，应用了导数不连续的 v函数 

结合比较原理，把高维时变大系统的稳定性判定，简 

化为低维定常辅助方程组稳定性判定(其中省略了 

子系统稳定的假定条件)，减弱了时变大系统的稳定 

性条件． 

定2~E81 泛函数 ( ， )由下式定义： 

(X ， )= 

r 1， i>0自 =0， >0； 

{0， =0，且戈 =0； (7) 
【一 1

， <0， ￡ =0， <0． 

考虑具有如下形式的三阶线性时变系统： 

r戈l=口Il(t) l+口l2(t) 2+a13(t)X3， 

{戈2=口2l(t) l+口22(t) 2+a23(t)X3， (8) 

【戈3=口3l(t) l+口32(t) 2+口33(t) 3． 

假设其系数 a0-(t)都连续有界，且设 口 i(t)≤一口< 

0( =1，2，3)，V t≥to,将系数矩阵A(t)进行2×2 

分块． 

r口ll(t) 口l2(t)：口l3(t)] 

A(￡)=l (￡)口22(￡) a23(￡)l= 
L口3l(t) 口32(t) 口33(t)J 

． 

b2l： sup{l (t)l，l a32(t)l}， 

b22= sup {a33(t)}， 

=  

选取时变系统(8)的李雅普诺夫函数 

。 ： l 。l+l z l， ：l ，l， 

则有 

D VI= l 1+ 2戈2= 

l(口Il(t) l+口12(t) 2+口l3(t)X3)+ 

2(口2l(t) l+口22(t) 2+口23(t)X3)≤ 

(口ll(t)+l口2l(t)1)l l l+(1 a2(t)l+ 

f a12(t)1)l 2 l+(1 a13(t)l+f a23(t)1)l 3 l≤ 

bll(1 l l+l 2 1)+bl2 l 3 l：b1l V1+b12 ， 

(11) 

D V2 = 3 3 = 

3(a3l(t)Xl+a32(t) 2+033(t) 3)≤ 

口 )  

＼，  3  
0 

， 

∞ ) + 

= = 

● 2 令 
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l口3l(t)l l l l+l it32(t)l l 2 l+tZ33(t)l X3 l≤ 

62l(I l l+l 2 1)+b22 l X3 l=b21 Vl+b22 ． 

(12) 

考虑辅助方程 

b 【 = 2ll +622 ． 

如果辅助方程(13)的系数满足： 

1)6ll≤一J9<0，b22≤一J9<0，J9是正常数； 

他元素为非负的矩阵．若 (t； 0，t0)及 Y(t； 0，t0)是 

≤Bx， =By的解，并且 0=Y0，则对所有 t0≤ 

t<。。，不等式 (t； 0，t0)≤Y(t；Y0，t)成立． 

f Vl(t；Vl~，to)≤ (t；Vl~，t0)’ I (f； ，f。)≤ (f； ，f。)， ‘ 4 

limVl(t； ，t0)=lim (t； ，t0)=0， 

而 l=l l I+l 2 l， ：l 3 l，所以limx (f)： 

]=[o-2 5 ]． 

料 -z +ax 
其中，a，b，c为耦合函数的参数．则相应于式(6)的 

r， 一口 一l 0 1 

0 一 l — l J 

可见，系数矩阵(17)是时变的，其特征值随着 变化 

而变化． 

若用线性定常系统的稳定性来判定，只需要特 

征值到处都有负实部，误差系统就应该渐进稳定．通 

过计算其特征值为 

f 1=一1， 

J 2，3：一 (口+6—0．2)± 

√ (口+6—0．2) 一(口6—0．2口+(1+6+2 ))． 
(18) 

在 R6ssler混沌吸引子中 ∈ (一8，8)，总可以选择 

合适的参数，满足式(18)，使得系数矩阵的特征值具 

有负实部．如选参数为 a=0，b=0．3，C=0．08125， 

用四阶龙格库塔法对其进行仿真，两个系统的初始 

值分别为(0．5，一2，0．1)和(0．叭，0．叭，0)．结果如 

图1(a)～(c)所示．图 1(a)，(b)分别为驱动系统和 

响应系统的混沌吸引子，两者并不同步；图 1(C)表 

示两个耦合的 R6ssler系统在 方向的偏差．可见， 

随着时间的变化，两个混沌系统同步失去了，时间再 

延长，其偏差将会呈指数发散． 

图 1(a) 驱动系统的混沌吸引子 

Fig．1(a) Attractor ofthe drive system 

图 1(b) 响应系统的混沌吸引子 

Fig．1(b) Attractor ofthe response system 
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图 1(c) 耦合混沌系统的偏差 (￡l= l— 2) 

Rg．1(c) Difference ofthe coupled chaotic system(￡l=．17l—x2) 

下面运用线性时变系统的稳定性理论分析以 

上系数矩阵的瞬间特征值，系数矩阵(17)写成具有 

系统(8)的形式的线性时变系统为 

r￡l 一 睚 l一 ￡2' 

{ 2=(1+b+2cx)￡l+(0．2一b)￡2，(19) 
【 3=一￡2一￡3， 

那么有 

bl】= sup {一0+1 1+b+2cx 1，0．2一b+1}， 
O≤ l<+∞ 

b12： 0，b2l= 1，b22=一1． 

构造如下的辅助方程： 

= buv ， i=v —v主， 

求出辅助方程的特征根为 l=一1， 2=bl1．根据 

以上线性时变系统的稳定性理论，只要满足条件： 

1)bl1≤一卢<0，b =一1≤一卢<0，卢是正常数； 

2)所有的特征根都有负实部，即 

l=一 1< 0，22= bll< 0． 

则误差系统(19)一定稳定．可见，只要选择合适的参 

数能够满足以上的不等式．选参数 。=4，b=1．3， 

c=0．08125进行仿真．仿真结果如图2(a)，(b)所 

示．图2(a)表示驱动 一响应系统的混沌吸引子，尽 

管它们的初始值不同，却很快达到了完全同步．图2 

(b)反映了驱动系统与响应系统在 方向的偏差．可 

见随着时间的变化，偏差快速地收敛到零． 

其次，考虑初始值不 同的结构相 同的两个 

lorenz混沌系统 

f加 
g l 

(20) 

(21) 

。，6，c为耦合函数的参数，相应于式(6)的系数矩阵为 

0 2z 

一 1 0 

0 。一 
j 

(22) 

式(22)的系数矩阵是时变的，其特征值随着 z变化 

而变化． 

图 2(a) 驱动 一响应系统的混沌吸引子 

Fig．2(a) Attractor ofthe drive-response system 

图2(b) 耦合混沌系统完全同步实现时的偏差 (￡l=X1-- 2) 

Fig．2(b) Difference of the complete synchronization in the 

coupled chaotic system( l l—X2) 

先用线性定常系统的稳定性判别方法，即需要 

特征值到处都有负的实部，误差系统就应该渐进稳 

定．计算式(22)的特征值为 

l= 一 1， 

， = (。+c一萼)± 

√ (。+c一雩) ( 一·0c一 8。+ 8O+2bz)． 
(23) 

因为lorenz混沌吸引子中 z>0，所以总可以选择合 

适的参数，使得系数矩阵的特征值具有负实部．不妨 

选参数为 0=9．95，b：1．445，c：2．6167，用四阶龙 

格库塔法对其进行仿真，初始值分别为(2，0．O1，0．1) 

O  

1  6  

一 ●  ． 

0 

，，，．．。．．．．．．．．。．．．．．．．

一／ 

= 

，  

5  O  5  O  5  O  5  O  5  2  2  l l  — l  l  

— 

， 

一 z 

— 8

—3 

y 一 一 
勰 

，，，．．。． ．．．．．．．。．．．．．．．

一／ 

= 

、、●●●，●●●／  

y  = 

，

～ =f 

厂 为 
数 

函 
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耦 
没 
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和(0．O1，0．1，0．2)．结果如图3(a)～(c)所示．可见，随 

着时间的变化，两个混沌系统同步失去了． 

图 3(a) 驱动系统的混沌吸引子 

Fig．3(a) Attractor of the drive system 

图 3(b) 响应系统的混沌吸引子 

Fig．3(b) Attractor ofthe response system 

图 3(c) 耦合混沌系统的偏差 (e。=X。一X2) 

Fig．3(c) Diffet-elK~ofthe coupled chaotic system(el= l—x2) 

接下去，运用线性时变系统的稳定性理论判别 

方法来分析以上系数矩阵的瞬间特征值，系数矩阵 

(22)写成如下形式的线性时变系统： 

r￡l= (Ⅱ一10)￡l+2z E：2， 

{￡2=一b￡l+(c一8／3)s2， (24) 【 
= ￡。 一 ￡ ， 

那么有 

bll= sup {Ⅱ一10+1 b 1，c一8／3+1 2z 1}， 
0≤t<+∞ 

bl2= 0，b21 1，b22=一 1． 

以下分析与 R6ssler混沌系统耦合同步的分析 

雷同，这里省略．只要选择合适参数满足线性时变系 

统的稳定性条件，就可以使得耦合的两个初值不同 

的Lorenz混沌系统实现完全同步．设参数 Ⅱ=5， 

b=1．445，C：一25，进行仿真，仿真结果如图 4 

(a)，(b)所示． 

0 5 10 l5 20 25 30 

， 

图 4(a) 耦合混沌系统完全同步实现时的偏差 

Fig．4(a) Difference of complete synchronization in the 

coupled chaotic system 

图 4(b) 驱动 一响应系统的混沌吸引子 

Fig．4(b) Attractor of the drive—response system 

3 结论 (Conclusion) 

分别讨论了耦合的两个混沌系统完全同步时的 

参数选择问题，说明了运用线性定常系统的稳定性 

来确定两个混沌系统的线性化误差系统的瞬间特征 

值具有负实部，并不能够确保两个相同的混沌系统 

具有高质量的完垒同步．但是，当使用线性时变系统 

的稳定性分析其瞬间特征值时，给出耦合函数参数 

的选择范围，就能够实现两个耦合混沌系统的完全 

同步．至于耦合的混沌系统完全同步存在的必要条 

件，还有待于研究．只有混沌系统同步质量的提高， 

混沌同步才能够得到更广泛的应用． 

●  O  O  

2 ● 5 O 5 
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