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基于 Kalman滤波的统一的 Wiener状态滤波器 

邓 自立，高 媛，王好谦 
(黑龙江大学 自动化系，黑龙江 哈尔滨 150080) 

摘要：对于带相关噪声系统，基于稳态 Kalman滤波器和自回归滑动平均(ARMA)新息模型，提出了统一的渐 

近稳定的Wiener状态滤波器，可统一处理状态滤波，平滑和预报问题．它们构成了一种新的时域 Wiener滤波算法． 

揭示了 Kalman滤波器与 Wiener滤波器之间的关系．一个目标跟踪系统的仿真例子说明了它frJn9有效性 ． 
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Unified W iener state filters based 0n Ka!man filtering 

DENG Zi—li．GA0 Yuan．WANG Hao—qian 

(Department ofAutomation，Heilongjiang University，Harbin Heilongjiang 150080，China) 

Abstract：Based on the steady-state Kallnan filter and autoregressive moving average(ARMA)innovation model，the uni— 

fled asymptotically stable W iener state filte~ ale presented for systems with correlated noises，which can handle the state filter- 

ing，smoothing and prediction problem in a unified framework．They constitute a new time-domain W iener filtenng algorithm ． 

1_he relation between the Kalman filters and Wiener filters is discovered．A simulation example for a target tracking system has 

shown their effectiveness． 
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1 引言(Introduction) 

经典 Kahnan滤波理论⋯不能统一处理状态滤 

波、平滑和预报问题，且非稳态最优 Kahnan平滑器 

的计算较为复杂，要求计算最优初值和在线计算误 

差方差阵的逆矩阵．近年来，用现代时间序列分析方 

法[2 J已提出了上述问题的一些统一解[ ]．但缺点 

是：或要求计算最优初值 3，或要求状态转移阵的变 

换_4 J，或要求多项式矩阵的左素和右素分解_5_5．这些 

要求增加了计算负担．对此，本文基于稳态 Kalman 

滤波器，提出了 ARMA新息模型，进而提出了统一 

的渐近稳定的Wiener状态滤波器，可统一处理状态 

滤波、平滑和预报问题，且克服了上述缺点．本文将 

文献[6]的结果推广到带相关噪声系统．同文献[5] 

和文献[7]的时域 Wiener滤波器相比，它们构成了 
一 种新 的基 于 Kalman滤波 的时域 Wiener滤波 

算法． 

2 问题阐述(Problem formulation) 

考虑线性离散随机系统 
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(t+1)= (t)+Pw(t)， (1) 

y(t)=Hx(t)+ (t)． (2) 

其中状态 (t)E R ，观测 y(t)E R ， ，r和H为 

常阵． 

假设 1 (t)EⅣ 和 (t)E R 是带零均值 

的相关白噪声， 

E{[ wT(j) )= ㈦ 
其中E为均值号，T为转置号， =1， =0(t≠ )． 

假设 2 初始观测时刻 t =一∞． 

为了把系统(1)，(2)化为不相关噪声系统，由式 

(2)有式(1)等价于 

(t+1)= 

(t)+r 如(t)+J[y(t)一Hx(t)一 (t)]． (4) 

其中 ．，为待定矩阵．式(4)可化为 

(t+1)= (t)+Jy(t)+ (t)， (5) 

=  一 JH， (t)=Pw(t)一 (t)． (6) 

于是原系统等价于系统式(5)和(2)．置 
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E[面(t) T(t)]= 一JR=0， 

引出选择 ．，为 

(7) a(q一。)=D(g一。)一nadj(~一q-l ) g～．(21) 

J = 尺～， (8) 

保证了面(t)和 (t)是不相关白噪声，且面(t)有方 

差阵 

= r(p—SR S ) ． (9) 

假设 3 ( ，H)为完全可观对． 

对于带不相关噪声系统式(5)和(2)，应用标准 

稳态 Kallnan滤波算法l J有 

露(t+1 I t+1)=露(t+1 I t)+ (t+1)，(1o) 

(t+1 l t)= (t l t)+Jy(t)， (11) 

￡(t+1)=Y(t+1)一月 (t+1 f t)， (12) 

K =三HvQ ， =E2；H +R． (13) 

其中新息 e(t)是零均值，方差阵为 的白噪声，三 

是如下稳态Riccad方程的唯一对称正定解： 

三 = [三一三日 ( 日 +R)一’ ] + ． 

(14) 

它可用迭代算法求解⋯．由式(10)～(13)有稳态 

Kalman预报器 

露(t+1 l t)= 露(t l t一1)+ y(t)，(15) 

=  ( 一KH)， = K+J． (16) 

其中 为稳定矩阵⋯，即 的特征值位于单位圆 

内．式(15)可写成 Wiener滤波器形式 

凭(t+1 I t)=( —q一 )-1 y(t)．(17) 

其中 q一为单位滞后算子，q一0(t)= 0(t一1)， 

为 X 单位阵． 

Wiener状态估计问题是：基于观测 (Y(t+Ⅳ)， 

Y(t+N一1)，⋯)求 (t)的稳态最优线性最小方差 

状态估值器 (t l t+Ⅳ)，它们具有以Y(t+Ⅳ)作为 

输入的传递矩阵表达式或具有以 Y(t+Ⅳ)作为输 

入的ARMA递推滤波器形式．对 N=0，N>0或 Ⅳ 

<0，各称 (t l t+Ⅳ)为Wiener状态滤波器、平滑 

器或预报器，且通常统称 (t I t+Ⅳ)为Wiener状 

态滤波器或估值器． 

3 统一 的 Wiener状 态滤 波器 (Unified 

Wiener state filters) 

引理 1 系统(1)，(2)在假设 1～3下有 ARMA 

新息模型 

A(q一)Y(t)：D(q一)￡(t)． (18) 

其中定义多项式 (q一)，多项式矩阵 A(q-1)和 

D(q一)为 

(q )=det( 一q一， )， (19) 

D(q )= (q一)Im， (20) 

其中 adj为伴随阵符号，且新息 e(t)有 Wiener滤波 

器形式的表达式 

￡(t)= 一 (q一’)A(q )Y(t)． (22) 

证 将式(17)代人式(12)中且应用定义 (， 一 

q ，)～ =adj(In—q )／det(In—q )，立 

刻得式(18)～(21)，由式(18)和(2o)得式(22)． 

引理 2 系统(1)，(2)在假设 1～3下有稳态最 

优Kalman平滑器 

(t l t+N)=露(t l t+N一1)+ ￡(t+Ⅳ)，N≥0 

(23) 

带初值 (t l t一1)，且平滑增益 M 为 

MN=三[(In一删 ) T]NHVQ ． (24) 

证 应用射影公式【 J有式(23)，其中 

MN=E[ (t)￡ (t+ Ⅳ)]Q ． (25) 

由式(2)和(12)有 

￡(t)= (t l t一1)+ (t)， (26) 

其中 元(t l t一1)= (t)一贾(t l t一1)．由式(5)和 

(11)有 

(t+1 l t)= 唬(t l t)+面(t)． (27) 

其中 (t l t)= (t)一露(t l t)．将式(26)代人式 

(10)引出 

(t l t)=[， 一 ] (t l t一1)一K (t)． 

(28) 

将式(28)代入式(27)有 

元(t+1 I t)= 

[ 一KH] (t l t一1)一 K (t)+面(t)． 

(29) 

由式(29)迭代引出 

(t+N l t+N 一1)= 

[ ( 一KH)] (t l t一1)+ 
t+，v 

∑[ ( 一 H)]t+N-i[一 (i一1)+面(i一1)]． 
i= t+l 

(30) 

应用式(25)和(26)且注意 (t)不相关于 (t+ 

N)(N≥0)，则有 

MN=E[ (t) T(t+Ⅳl t+N一1)]Q ． 

(31) 

将式(30)代入式(31)，注意 (t)不相关于 (t)， (t+ 

1)，⋯，面(t)，面(t+1)，⋯，且 (t)=露(t I t一1)+ 

面(t l t一1)， (t l t一1)不相关(正交)于面(t l t一1)， 

则得式(24)，其中三=E[ (t l t一1) T(t l t一1)]． 

证毕． 
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定理 对系统(1)，(2)在假设 1～3下有统一 

的渐近稳定 的 ARIVIA递 推 Wiener状 态滤波器 

露(t l t+N)(N ：0，N >0或 N <0)为 

’ (q一 )露(t l t+～)= (q一))，(t+～) 

(32) 

或表示为传递函数形式 

露(t l t+N)= (q一 )̂ (q一 )Y(t+～)． 

(33) 

其中对 N=0定义多项式矩阵 0(q )和Ko(q一) 

为 

(q )= (In—q )， =(In一 ) ， 

(34) 

Ko(q一 )= K+(， 一KH)Jq一． (35) 

对 N >0定义 

(q一)： (q一 )， ， (36) 

Ks(q )= 

adj( 一q一 )Kpq一 一 + (q一 ) (q一 )，(37) 

Ⅳ 

MN(q一 )：∑M qi-N； (38) 

对 N<0定义 

一 1(q一’)=In—q一 ，K—l(q )= ，(39) 

(q一 )： (q一 ) ， (40) 

‰ (q一 )= -√vI1adj(厶一qI1 ) ． (41) 

证 对 N ：0，由式(10)～(12)易求出稳态 

Kalman滤波器 

(t l t)= 

(t一1 l t一1)+  ̂(t)+(In—KH) (t一1)． 

(42) 

其中 由式(34)定义．由式(42)立刻引出式(32)和 

式(34)，(35)．对 N >0，由式(23)迭代可得 
，v 

(t l t+～)： (t l t一1)+∑ e(t+ )． 
i=0 

(43) 

应用定义式(38)有 

凭(t l t+N)=露(t l t一1)+M，v(q一 )e(t+ f̂)． 

(44) 

由式(22)有 e(t+～)= 一 (q一 )A(q一 )Y(t+ 

～)，将其代人式(44)，并将式(17)也代人式(44)之 

后，两边乘以 (q一)便得式(32)和式(36)，(37)． 

对 N <0，当 ～：一1时由式(17)立刻得式(32)和 

(39)．当 N<一1时，由式(1)和射影性质有 

一 2)= 露( 

一 3)= (t一 

+～)： 一 

l 

1贾 

l t一2)， 

一 3)： (t一2 l t一3)， 

t+N +1 l t+N)． 

(45) 

应用式(17)有 

露(t l t+N)= 一 一 (In—q一 )一 Kor(t+N)． 

(46) 

它引出式(32)和式(4o)，(41)．因 为稳定矩阵，则 

(q )是稳定的多项式，注意l jdet(IN—q ) 

= det(In—q )，故所有 (q一)均为稳定的多 

项式矩阵，即det ( )的所有零点位于单位圆外． 

因此 Wiener滤波器式(32)是渐近稳定的． 

证毕． 

注 由于Wiener状态滤波器式(32)是渐近稳定的，因 

而其初始状态值可任意选取，且其影响将渐渐消失，忽略不 

计，避免了计算最优初值． 

4 仿真例子(Simulation example) 

考虑带有色观测噪声的目标跟踪系统 

(t+1)= (t)+ (t)， (47) 

z(t)= H0 (t)+叩(t)， (48) 

叩(t+1)=a叩(t)+ (t)， (49) 

=  r=【o． O0=⋯ 5。 
其中状态 (t)=[ 1(t)， 2(t)] ， 为采样周期， 

。(t)， 2(t)和 (t)各为运动目标(导弹、飞机、坦 

克等)在时刻 f 的位置，速度和加速度．z(t)为对位 

置 1(t)的观测，叩(t)为有色观测噪声，a为有色噪声 

模型参数．设 (t)和 (t)为零均值、方差各为 和 

；的独立高斯白噪声．问题是状态 (t)的Wiener预 

报器露(t I t一2)和Wiener平滑器 露(t I t+2)． 

引入新的观测过程 

Y(t)=z(t+1)一 (t)， (51) 

则式(47)和(48)化为带相关噪声系统 

(t+1)= (t)+l"w(t)， (52) 

Y(t)=Hx(t)+ (t)． (53) 

其中定义 

H =Ho 一a 0， (t)=月l0n (t)+ (t)． 

(54) 

可求得 Q = ，Q = 硪 + ；，Ls= 

碥．在仿真中取 T：0．75， 2 ：1， ；：9，a： 

0．5．由式(51)看到，由(y(t)，y(t一1)，⋯)生成的 

线性空间等于由(z(t+1)，z(t)，⋯)生成的线性空 
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间，因而问题是对系统(52)，(53)求平滑器露(t l t+ 

1)和预报器 露(t l t一3)．仿真例子如图 1～图4所 

+ 

、  

— —  

< 

ff彤 

图 1 Xl(t)和 Wiener状态平滑器 置l(tl t+2) 

Fig．1 Xl(t)and Wiener state smoother l(tI t+2) 
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图 3 Xl(t)和Wiener状态预报器 露l(tIt一2) 

Fig．3 Xl(t)and Wiener state predictor l(t I t一2) 

5 结论 (Conclusion) 

作者发现了稳态 Kalnaan估值器和 Wiener状态 

估值器之间的一种重要的变换关系．通过 ARMA新 

息模型，稳态 Kalman估值器可变换为等价的 Wiener 

状态估值器．所提出的 Wiener状态估值器可统一处 

理状态滤波 平滑和预报问题，且具有渐近稳定性 ． 

因为这种 Wiener状态估值器等价于相应的稳态最 

优(线性最小方差)Kalman估值器，因而具有最优 

性．它们克服了文献[1～5]的状态估值器的缺点，同 

文献[5]和文献[7]的时域 Wiener滤波方法相比，它 

们构成了一种基于 Kalman滤波的新的时域 Wiener 

滤波算法． 
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