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一 类可数 Markov控制过程的最优平稳策略 
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摘要：研究了一类具有可数状态空间的Markov控制过程在无限水平平均代价准则下的最优平稳策略问题
．对 

此类过程，引入了折扣Poisson方程，运用无穷小矩阵和性能势的基本性质，导出了平均代价模型在紧致行动集上的 

最优性方程，并证明了其解的一个存在性定理． 
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Optimal stationary policies for a class of countable 

Markov control processes 

YIN Bao-qun，LI Yan-jie，XI Hong—sheng，ZHOU Ya-ping 

(Depaglii~tOfAutomation，University of Science andTechnology ofChina，HefeiAnhui 230026，China) 

AbsI ：The problems of opthml stationary policies are studied for a class of Markov control processes with countable 

state spaces and infinite h~'izon average-cost criteria．The discounted Poisson equation is introduced for these processes．using 

the basic p~lpcllic$of infinitesimal generators and performance potentials，the olmmali哆~lualion is given for the average-cost 

model on a compact action set，and an existence theorem of the solution tO this equation is proved． 
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l 引言(Introduction) 

Markov控制过程是一类受到一系列控制决策 

驱动的Markov系统，它的状态转移规律与控制决策 

所采用的行动方案相互作用决定了过程的演化． 

文献[1～3]研究 了连续时间 Markov控制过程 

(a )的平均代价最优性方程及其解的存在性 

问题，并给出了收敛的迭代求解算法，但这一般需要 

较强的约束条件来保证．Cao将Markov性能势理论 

引人了iarkov控制过程的性能分析中[4-6J，放宽了 

约束条件的限制，其结果已被推广到排队网络系统 

的研究中[’，引．文献[9]在此基础上，研究了一类具 

有有限状态空间和紧致行动集的CTMCP在无限水 

平平均代价准则下的优化问题．本文进一步考虑具 

有可数状态空间的Matkov控制过程在无限水平平 

均代价准则下的优化问题．通过引人折扣Poisson方 

程，并运用无穷小矩阵和性能势的基本性质，导出了 

此类过程在紧致行动集上的最优性方程，并证明了 

其解的一个存在性定理． 

2 可数 Markov控制过程(Countable]VIarkov 

control process) 

考虑连续时间Markov过程 ={五；t≥0}，具 

有可数状态空间 ：{1，2，⋯}和行动空间 D．对每 
一 个 i∈ ，D( )C D为状态i的容许行动集，设 

D(i)非空．记 ：D(1)×D(2)×⋯，并设 是紧 

集．我们仅考虑平稳策略，一个平稳策略是状态空间 

到行动空间D的一个映射 ： 一 D，即对 i∈ ， 

(i)：d ∈D(i)．记 =( (1)， (2)，⋯)，令 

是全体平稳策略集．假设在任意策略 ∈ 的驱动 

下， 是不可约的，正常返的和强遍历的，无穷小矩 

阵为 A ：[n；]．又设在每一个策略 ∈Q 下， 具 

有标准转移概率矩阵 (t)：[p；(t)]，且对任意给 

定的．f∈ ，当t一0时，p；(t)／t关于i∈ 一致收 

敛到0；，i≠J．此假设保证Kolmogorov前瞻方程和 

后顾方程成立u ． 

设 { ；凡≥0}是 的嵌入Markov链，其一步 

转移概率矩阵为P =[p；]，则 
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A =diag{ (1)， (2)，⋯}(P 一，)． (1) 

这里 (i)>0为Mal'kov过程 X在策略 下状态i 

的转移率．假设P 和 (i)，i E 均在 上连续，且 

sup { (i)}= <+ ∞．由文献 [10]中定理 
iE ，口tn 

8．5．11及其说明可知，在任意策略 下， 存在唯一 

的稳态分布 =( (1)， (2)，⋯)>0，且 (t) 

一 ep (t一+∞)．我们还假设P (t)关于 ∈ 一 

致收敛到 ．则不难验证，P 也在 上连续．事实 

上，由于P (t)=eA‘‘，故对每一个 t≥0，P (t)在 

上连续，从而由上述假设即得．根据 Ma一(ov过程理 

论，应有 

pVe=1，Ave=0，p =0． (2) 

这里，e=(1，1，⋯)T，“rI’，’表示转置．令 厂为依赖于 

策略 的性能函数，且．厂(i，·)：D(i)一R，i E ．记 

= ( 1，v(1))，，(2，v(2))，⋯)T，假设尸在 上连 

续，且一致有界． 

称(x， ，D， ，f )为约束在平稳策略集 上 

的一个可数Markov控制过程( )． 关于无限 

时间水平的折扣代价准则为 

(i)：E{ e 五， (五))d I ： )， 
∈ ， ∈ ． (3) 

这里 >0为折扣因子；平均代价准则为 

：
．1im 1E{S[f(Xt， (五))d )， ∈ ． 

(4) 

因为 遍历，故有 

= ∑ ( ) ， (i))= ． (5) 

在CMCP的代价问题中，优化的目标是选择一个控 

制策略，使 ( )(折扣代价)对每一个 i E 或 

(平均代价)达到最小． 

3 性能势(Performance potentia1) 

记 =( (1)， (2)，⋯)T，则由文献[10]中 

定理 8．4．18，有 

(口，一A ) =， ． (6) 

对任意的 ∈ ，口≥0，定义CMCP的折扣 Poisson 

方程为 

(口，一A +Xep~)g=f ． (7) 

特别，当 口=0时，我们得到 CMCP的平均代价 

Poisson~-程 

(一A + )g=f ． (8) 

引理 1 对任意 口≥0，矩阵(aI—A +；tep ) 

可逆． 

证 令 P =A ／2+，， =2／( +口)，贝0 

0<p≤1，P 是一随机矩阵，且易验证 

(aI—A + q )= [，一 (P 一eJ )]， 

故只要证明矩阵 [，一 ( 一 )]可逆即可． 

由式(2)，易验证 p =P ，即当 n一 ∞时， 

(P ) 一 ．又由前面假设可知，P 是强遍历的， 

故根据文献[11]中定理33可知，矩阵(，一声 +ep ) 

可逆，且 

(，一 +ep )～：∑( 口一 )n． (9) 
n=0 

因此，当0< <1时，级数∑ ( 一ep )n收敛， 
n：0 

从而矩阵[，一 ( —ep )]可逆，且 

[，一 (户 一ep )]～：∑ n(户 一ep )n． 

由引理 1可知，方程(7)存在唯一解 

= (口，一A + )一 f ． (10) 

特别，令 口=0，并省略下标，有 

= (一A + )一 f ． (11) 

称 =( (1)，glJ(2)，⋯)T为性能势 在式(8)两边 

左乘 ，并由式(2)和(5)得 

以̂ = ． (12) 

因此，平均代价Poisson方程又可表示为 

A =一f +e ． (13) 

故这里的性能势与文献[4]中的定义是一致的． 

当口>0时，由式(2)，直接验证可得 

{(口，一A +；tep )一 +；tep~／[口( +口)]}(口，一A )=，． 

(14) 

在式(6)两边左乘 

(口，一A + )一 + ／[口( +口)]， 

并由式(5)，(10)和(14)可得 

= +2erf／[口( +口)]． (15) 

4 最优性方程(optimaUty equation) 

本节主要讨论 CMCP的平均代价最优性方程 

及其在紧致行动集上解的存在性． 

引理 2 对任意的 ， ∈ ，有 
’

一  =  [(厂 +A ’ ’)一(， +A ’)]． 

(16) 

证 由式(13)，有 

e(矿’一 )=f 一f +A ’glJ’一A = 

(， ’+A ’ ’)一(， +A ’)+A ( ’一 )． 

(17) 

上式两边左乘P ，并注意到p =1，p =0，即得 

式(16)． 
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由引理 2，并注意到 P (i)>0，i∈ ，可得下 

列最优性定理． 

定理 1 ∈ 是可数 Markov控制过程 

( ， ，D， ，， )平均代价最优平稳策略的充分必 

要条件为 

， +A g ≤f +A ， ∈ 。． (18) 

再由式(13)，并根据定理 l，可直接得到下面定 

理 ． 

定理 2 ∈ 是可数 Markov控制过程 

( ， ，D， ，， )平均代价最优平稳策略的充分必 

要条件是其满足方程 

0= If +A 一er／" }· (19) 

式(19)称为CMCP基于性能势的平均代价最优 

性方程．为了证明最优性方程解的存在性，我们再回 

到口．折扣代价问题．根据文献[12]，可得到下列引 

理． 

引理3 对任意口>0，存在一个最优平稳策略 

∈ 和相应的有界实向量垅 ，满足折扣代价最 

优性方程 

0 = m
⋯

inlf 一(aI—A ) }． (20) 
⋯  

证 令 芦 ：A ／~l+I， ：a／(a+口)，贝 

0< <l，且方程(20)变为 

=  If ／(口+ )+ P }， (21) 

从而由文献[12]可得引理3． 

若记 

( (1)， (2)，⋯)=d∈D， 

( (1)， (2)，⋯)= ∈D， 

并取 

∈ arg min
_

{f 一(aI—Ad) }． (22) 

则对任意的 ∈ ，有 

0：， 一(aI一 ) ≤f 一(aI—AV) ． 

定理3 存在实数 和向量g，满足 

0 = m
⋯

inlf +A 一e71}． (23) 

证 选择一折扣因子序列 、}0．由引理 3可 

知，对每一固定的口 ，存在 ∈ 和相应的一个最 

优策略 的 ∈ ，使 

∈ arg min
_ {f 一(口 —Ad)罐 }． (24) 

由于 是紧的，故可选择{ }的一个子序列{ }收 

敛到一个 ∈ ，且{ }的相应子序列{ }收敛 

到 ∈D．为表达简洁起见，仍将{岛}记为{k}，则 

有 

0=， 一(ad一 )罐 ≤ 

f 一(aj—AV)磋， ∈ 。． (25) 
由于， 一致有界，即存在常数 M，使得对任意 

的 ∈ 。，i∈ ，有I i， (i))I≤M．故对任意的 

k，有 

∑ ( ) ， f( ))l≤M∑ ( )：M． 

由于 P 和， 均在 上连续，故有 

im矿 ：Jim∑ ( ) i， ( ： 
iE 

∑ 矿：口( ) i， ( ))：p f ：矿 ． 
iE 。 。 

为了得到 = ，先来证明 

．

1im(口 一A ：口+,tep~ )一 ：(一A + ep )一1． 

为此，记 = 一 t+ t， =(a 一 

+ )～，C：一 + ep8，则对任意的七， 

有 

B k= ClcBk= I． 

显然， — c，故若记 Bk= ，
一

limB = ，则有 

BC = CB = ，．
一

BC = CB
一

= ，． 

由于矩阵 C可逆，故满足方程 BC=CB=，的矩阵 

B是唯一的，从而必有 =
一
B=C～．又易验证，对 

任意的 k，有 

(口 一A +aep~7) =
． 

． 

故若记 (口 一 + ep )～：[ (i， )]，则对任 

意的 i及k，有 

∑l ( ， ) ， ( l≤ 
』∈ 

)= ． 
∈ n I u 

从而，最终可得 

《= (口 一 + )一f = 

(一 + )一t， ： ． 

将式(15)代人式(25)，并由式(2)，可得 

。= )《一 ≤ 

( 《一 ， ∈ 
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令 Ij}一 ∞(a 一 0)，则对任意的 ∈n ，有 
∞  ∞ ∞  ∞  

0=f。+A。 一e矿 ≤f +A 一e矿 ， 

即(矿 ， )满足式(23)． 

5 结论(Conclusions) 

基于Markov性能势，讨论了一类具有可数状态 

空间的Markov控制过程的性能优化问题．通过引入 

折扣 Poisson方程，并运用无穷小矩阵和性能势的基 

本性质，在无限水平平均代价准则下，给出了此类控 

制过程在紧致行动集上的最优性方程，及其解的存 

在性定理．由这些结果可给出寻找最优或 e一最优策 

略的一系列迭代算法，并且此方法还易于建立相应 

的并行算法，从而加快寻优速度．因此它为大规模实 

际Markov控制系统的性能优化提供了一条新途径， 

特别可应用于Mal'kov型排队网络的性能优化问题． 
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