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摘要：利用两种不同的微分方程数值解法，提出一种快速区间套搜索方法，用于提高自动分析和仿真混合动态 

系统时状态事件定位的精度，同时避免定位时常出现的“不连续粘连”现象．在所设定的允许误差范围内，能够快速 

且精确地定位在状态事件．对一个电路系统的分析和仿真结果表明算法的有效性． 
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Ah；h翟ct：Based O11 the two different numerical solvers for the differential equations，an interval set瑚p searching method 

is presented to impt'ove the precLsion of state event location and solve the discontinuity sticking m嘲1a，which arises in the 

automated ar~ysis and simulating the ll d dynamical systems．Given the叫 Dr bound oflocation state，this method can quickly 

and r~cisely locate the state event．The analysis and simulation result of a circuit system show its validity． 
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l 引言(Introduction) 

在混合动态系统中多数仿真器、事件发生器的 

设计，以及系统的能达性和其他形式的自动分析，都 

需要有效地定位状态事件或时间事件．在不连续微 

分方程初值问题的数值解法中，为了提高积分的有 

效性和精度⋯1，也存在状态事件定位问题． 

状态事件定位的目标是能够有效并且精确地确 

定连续状态首次穿越事件条件所定义的超平面的阀 

值．混合动态系统状态事件定位的困难在于，状态事 

件由状态条件和微分方程共同决定，而状态条件的 

值不能够事先得知，同时，系统中存在模式之间的耦 

合和模式内状态间的耦合，当前模式的不精确事件 

定位所造成的误差可能会传递到后继模态中，影响 

后继模式的积分和状态事件定位时的精度及可靠 

性，甚至使整个系统的将来行为异常． 
一 般采用内插状态变量之间的方法定位状态事 

件，但内插解耦了状态事件的邻域内变量之间的依 

赖关系，定位误差比较大，经常导致“不连续粘连 

(discontinuity sacking)”现象发生 ；最近，Esposito 

收稿Fi期：2OO3—06—03；收修改稿Fi期12004一o1一l4 

等 3采用线性多步积分方法，但当连续状态以正交 

的方法穿越事件条件所定义的超平面时，则不能使 

用这种方法定位状态事件． 

基于微分方程初值问题数值解的单步法，本文 

提出一种“快速区间套”状态事件定位方法，算法简 

单、代价小、定位精度高，能够避免“不连续粘连”现 

象，对多变量系统也适用．将其用于整流电路，分析 

和仿真结果表明，提出的方法是有效的． 

2 混合动态系统的模型(Hybrid dyna~  

system models) 
一 个混合动态系统的模型，要描述系统三方面 

的特征：i)系统的连续动态；ii)离散动态部分(有 

时也称为模式)；iii)模式转换的条件．通常由一组 

微分方程和逻辑命题描述混合动态系统，或用微分 

代数方程(DAEs)、混合自动机、混合 Petri网等其他 

形式来建模．用微分方程对混合动态系统的描述方 

法为 

微分方程 吼 ： (钆，u ，t)=0， 

t∈[t 一1，tk)， =1，2，⋯，J7、r， (1) 
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初始条件 o= l(t0)， 

事件条件 g ( ，t)≥0． (2) 

其中 ：R ×R ×R R ，且 E曼 ，露 E R ， 

“ E R ． 

未知量 指微分变量，Ⅱ是已知的系统输入，m 

为模式，Ⅳ为模式的个数．以(m， )表示系统的状 

态变量．定义模式 m的状态变量首次满足事件条件 

(Xk，t)≥0，到达模式 ／／,时的状态为状态事件，记 

为(m，／／,， )；状态事件所发生的时刻为t ． 

3 状态事件定位方法 (State event locating 

method) 

混合动态系统中，状态事件定位所需要的信息 

来自数值积分所产生的支撑点．精确的定位方法，需 

要利用更多的积分支撑点，尤其需要得到状态轨迹 

接近事件条件时的支撑点．积分支撑点的多少和分 

布，通过对积分步长的调整来实现． 

3．1 两种 IlK方法的计算公式及附属公式(Two 

RK formulas and additional formulas) 

已知常微分方程的形式为 

dx／dt=f(t， )． (3) 

其中，f(t， )对 应满足Lipschitz条件，使得初值 

问题有唯一解．对于给定的常微分方程的初值问题 

的4阶和 5阶 RK(Runge-Kutta)方法的两个计算公 

式为： 

1)Butcher RK(1964)的5阶的RK公式 

：l+)l=xi+~0(7kl+32k3+12k4+32k5+7k6) · 
(4) 

记 xj+2= i+专|i}l h+专|i}2h， (a2) 

，+4= 一寺k2h+k3h， (a4) 

i+ = + |i} + |i} h6 1 ． (a6) + f+ 凡+ 4 ‘ a0 

2)Cash-Karp RK(1990)的4阶的RK公式【 J： 

： +( 。+ + + ) ． 
(5) 

(a1) 

(a3) 

+ ： + 。．Il一 七 +詈 ， ， 
(a5) 

+ 
1631 ,

+襞蛐+ +7= +亏 l凡+ 2凡+ 

蛐 + + ksh． 七3 +而 七4 + · 

(a7) 

设当前积分状态 ，以h为步长，则 ：l+)l和 ： 
分别为 5阶、4阶 RK方法得到的 的预测值．公 

式(a1)～(a7)表示的 (z=1，⋯，7)为计算 ： 

和 ： 时的附属公式，是当前积分子间隔内，计算增 

量函数时产生的中间函数值． 

除了(a1)以外，公式(a2)～(a7)的精度都在 3 

阶以上，随着积分步长的减小，子区间内近似线性程 

度越高，用xi+z(z=1，⋯，7)可以近似代替积分子 

间隔内的状态． 

3．2 积分步长调整策略(Method to adjust step size) 

设当前状态为 (k， )，积分步长为 h，已经检测 

到当前积分子间隔[t (i)，t (i+1)]存在状态事件 

(k， )，即 

∈[ (i)， (i+1)]，g ( (i)，t (i))≤0 

且 g ( (i+1)，t (i+1))>0． 

定位的目标是：选择合适的积分方法，采用适当的步 

长调整策略，对给定的e，经过 凡次计算之后，使得 

I (J．)， (J．+1)I≤￡ 

或 l (_『))，f(xk(j+1))l≤ ￡， 

且 ∈[Xk( )，Xk( +1)]C[ (i)，Xk(i+1)]． 

RK方法可以非常灵活的选择步长和改变阶 

次．若当前积分步长为 h，将 h分为4等分，即为常 

用的5阶RK方法(公式4)；将 h分为5不等分，可 

以得到 Cash-Karp的4阶和 5阶 RK方法_4 (公式 

5)，它的最小间隔为 (1／lOh)，最大间隔为(3／10h)． 

Cash．KaI1)的RK方法的这种不等分特性，使得在积 

分过程中有机会探测到由于原函数的各阶导数引起 

的误差，以及方程(1)的异常行为，如不连续或粗糙 

的形式，从而提高数值积分的精度，这种积分公式尤 

其适应混合动态系统和具有不连续的微分方程初值 

问题的数值解_4J． 

显然，若利用小步长等间隔积分，效率很低，还 

可能存在舍入误差的影响大于截断误差．步长调整 

策略是定位方法的关键．为了提高区间套的收敛速 

度，不仅利用区间套的端点，同时注意到用数值方法 

求解微分方程初值问题时，需要计算增量函数，利用 

这些增量函数产生的中间函数值，相应于事件条件 

的符号变化，可以缩短包含状态事件的邻域． 

同时，在微分方程初值问题的数值方法中，比较 

相同步长、不同阶RK方法的局部截断误差，可以作 

2  
∞ 

+ 

一5 3一∞ 

+ + 

= = 

l  3  
+ + 

己  

、 l  
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为控制积分步长的依据．结合两种不同阶RK方法 

和事件条件，一次计算之后，可以将事件包含的领域 

从 [0，h]缩短到[0，1／8h]，最小到[0，1／20h]；用这 

个邻域的长度作为下次迭代的步长选择依据，这样， 

在不增加计算量的同时，用简单的判断，即可得到缩 

小的状态事件所在的邻域．经过少量的几次迭代，当 

区间套小到一定程度时，即可确定给定误差范围内 

的有效的状态事件和时间事件．由于这种定位方法 

经过一次迭代之后，新的区间套平均可以缩小到原 

区间套的(1／8)倍，故称其为“快速区间套”状态事件 

定位方法． 

3．3 快速区间套的定位方法(L~r．ating method using 

the rapid interval sets) 

若当前积分区间为 [ ，_，+h]，利用同步长、不 

同阶的两种RK方法，经过一次积分后，可以同时得 

到 7个 函数：戈 ，_『=1，⋯，7，分别 相 对 于点 集 

{_，+{̂，_，+{̂， + ̂，_，+吉̂， +詈̂， + ̂， 
+ I h}内各点的函数值，即 +f(z=1，⋯，7)．根 

据这些函数值相对于事件条件的符号，判断一个积 

分步长内的各子间隔是否有事件发生．重复积分和 

判断的过程，即得到可快速缩减的区间套． 

当前积分步长为 h，快速区间套的定位方法如 

下 ： 

a)设定当前数值积分步长为初始步长  ̂ m； 

b)使用公式(4)，(5)，计算戈ll+)1和戈 ； 

c)比较戈{l+)l和戈；2)l，根据误差判断是否需要调 

整步长，并用以下原则调整 
I A l。 

一̂ = p̂leseml i， (6) 
I pre~ntI 

其中 

△Ilew= 铭scIde， 

戈 =I‘戈I+l̂ l，e为总体误差， 
若需要调整，以 一̂ 作为调整后的步长，回到b)．若 

不需要，继续； 

d)检测当前积分子间隔内是否有事件发生，若 

无，回到b)，若有，继续； 

e)依据事件条件(2)和戈川(_『=1，⋯，7)，查找 

并得到首次符合事件条件的相应的 ，得到缩减后 

的有事件发生的子区间，[戈，+f， ，+⋯]，并且， 

[戈，+f'戈f+f+1]c ， +1]，z∈{1，2，⋯，7}∈，； 

(7) 

f)判断此积分子区间的状态的长度，或事件函 

数的长度，是否满足设定的状态事件定位误差限，若 

满足，则停止迭代，否则，以此子区间的长度为新的 

积分步长 一̂，此子区间起始端的函数值为初值， 

重复 b)，e)，f)； 

g)确定状态事件和时间事件．积分子间隔内的 

状态为状态事件，相应地，状态事件发生的时刻为时 

间事件． 

很明显，根据区间套引理和公式(7)，快速区间 

套状态事件定位方法是收敛的．算法中提供的区间 

套的末端仅用来判断事件发生，并没有参与积分． 

注 用坼l，z=1，⋯，7，近似代替积分子间隔内的状 

态，可能会产生当前的子区间套没有包括事件状态的情况， 

如果出现这种情况，说明事件状态就在区间套的一侧端点的 

很小的领域内，只要将当前的区间套左移或右移，即可继续 

迭代过程． 

3．4 算法的误差设定原则(Rule to set the印 

bound) 

状态事件定位的误差表明事件状态接近事件条 

件的程度，可以用两方面来衡量：对于同一子间隔， 

连续状态的长度，以及事件函数的长度．根据混合系 

统的具体特征，用这两种长度设定迭代停止时的误 

差上限． 

在混合动态系统中，如果系统模式转换前后，状 

态变量是连续的，则需要尽可能精确地定位前一模 

式的连续状态，穿越事件条件所定义超平面时的阀 

值，在这种情况下，可以将所期望的包含事件状态的 

连续状态变量的积分邻域，设定为使状态事件定位 

算法迭代停止的误差下限；如果状态变量发生跳转， 

则需要以所期望的包含事件状态的积分邻域相对于 

事件条件的邻域，作为使定位算法迭代停止的误差 

下限，以便尽可能精确的确定事件状态发生时的时 

刻 t ． 

3．5 对算法的有关分析(Relative analysis) 

收敛速度：每一次迭代之后，使用二分法，新的 

子区间为上次子区间的1／2；而使用快速区间套，新 

的子区间平均为上次子间隔的 1／8，最小的为上次 

子间隔的 1／20，最大的为上次子间隔的 1／5，因此， 

经过 次迭代之后，二分法得到的积分间隔为2 ； 

快速区间套得到的积分间隔平均为2 ． 

计算复杂度．本算法与Esposito方法相比，没有 

复杂的多项式求根，也没有求导运算，只是在数值积 

分的基础上，每一次迭代，多了一些简单的符号判 

断．本算法和二分法相比，每一次迭代，利用二分法， 
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做 1次符号判断；用快速区间套，平均做 4次判断， 

最多做 7次判断，最少做 1次符号判断． 

误差分析：若 P(s)为gk(z)的内插多项式， 

为精确的事件状态，牙为用多项式P( )求得的近似 

值，则基于网格点的内插多项式求根的近似误差 

为[1] 

E( )= 一牙一一(gk( )一P( ))／p (牙)． 

(8) 

由上式，当P (牙)很小时，得到的 ( )是病态 

的，初值问题的数值积分甚至不能直接控制这个误 

差． 

本算法中，因为设定状态事件误差上限为迭代 

中止的指标，相对于积分子间隔的状态的长度可以 

用来估计事件定位的误差．如果选取最后区间内的 

点所对应的状态作为事件状态，这时误差不大于设 

定的状态误差限． 

此外，快速区间套的收敛速度很快，由积分步长 

的缩短所导致的舍人误差的影响不会大于截断误 

差． 

关于“不连续粘连”现象的讨论：不连续粘连现 

象产生的原因在于，内插解耦了状态事件邻域内变 

量间的依赖关系．在快速区间套状态事件定位方法 

中，新的区间套的确定始终以是否事件条件为准则 

(算法中的步骤e)，同时，没有解耦状态间的耦合关 

系，定位的误差在预先所设定的范围内，可以取最小 

的区间套末端的状态作为事件状态，因此，不会产生 

“不连续粘连”现象． 

4 仿真(Simulation) 
图 1所示[ ]整流电路．这个系统包括 2个微分 

方程，4个不连续条件，3个模式．用混合自动机建立 

的模型，如图2所示． 

’ 

R1 Ll 

八 
R 3 L3 f3 

A ． 

图 1 整流电路图 

Fig．1 Rec妇 circuit 

图1中，Rl=R2=2Q，R3=lOQ，Ll=L2= 

0．04H，L3=0．2H， l=一V2=100sin(1O0~rt)V，各 

模式的微分方程为 

(模式 1)ii=( l一 1)／a2，逆 =i2=O； 

(模式2) i=(6t5 l+口6 2)+6t7il+口8i2， 

i =(口9 l+口l0 2)+口ll il+口l2i2； 

(模式3)i =il=0，i =( 2一i2口3)／a4； 

并且，口 =(12，0．24，12，0．24，13．64，一11．64，一50， 

0，一11．64，l3．64，0，一5o)． 

rD 导通、 D2同时 、、 三 7，， 

兰 (竺 ／ 兰 

图 2 整流电路的混合 自动机模型 
Fig．2 Syria auton-lata model for the rec~ cr circuit 

初始模式为模式 1，即D，导通．采用不连续锁 

定技术L5]的事件检测方法，得到状态事件所在的原 

始的积分子间隔，然后用快速区间套定位状态事件． 

检测阶段的步长为1×10～，设定的状态误差上限为 

1×10 0，定位过程的迭代次数平均为lO次，仿真结 

果如图3、图4所示．其中，图3为电流随时间的变化 

情况；图4为电压差( l一 3， 2一 )随着时间变化 

情况，用于观察转换条件是否满足．表 1为本算法与 

其他算法的比较结果． 

tC 

图 3 电流 i ，i2随时间的变化 

Fig．3 Ctm~nt changes with the time 

图4 电压差随时间的变化情况 
Fig．4 Voltage differemre with the time 
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表 1 各算法之间的比较 

Table 1 Comparative results among the location methods 

5 结论(Conclusions) 

针对混合动态系统，选择特殊的RK计算公式， 

并利用它们在微分方程初值问题的数值计算时产生 

的中间数据，提出了能够快速及有效地定位状态事 

件的快速区间套方法．算法能够有效地避免“不连续 

粘连”现象的产生；状态事件定位的精度高于内插算 

法；同时能够控制状态事件定位的精度；这种定位方 

法可以推广用在方程(1)相对于事件条件的另一侧 

没有定义但可估计的情况，多数的混合动态系统都 

能够满足这个条件． 

L1 J SHAMPINE L F，GLADWELL I．Reliable solution of special ev~mt 
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