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奇异线性系统最优估计的多项式方法 
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(泰山学院 计算机系，山东 泰安 271021) 

摘要：基于多项式ARMA新息模型方法提出了随机奇异线性离散时间系统的稳态最优估计
．估值器的增益矩 

阵是通过新息分析和射影方法推得；其计算归结为求解一个多项式方程和谱分解．这一结果是最优估计多项式方 

法在奇异系统中的应用． 
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Polynomial approach to optimal state estimation 

of singular linear system 

HUAN Zheng—liang，CUI Jin—ping 

(IM,mn~t ofCo~ ter，TaislmnCollege，Taian Shaadang：2710"21，cZina) 

A1．s嘣 ：The steady-state唧 estimation of singular systems is studiedby applying ARMA innovation mode1
．The key 

problem is the calculation ofestil'nation gain matrix，which is obtained frtma the uniqueness ofthe ARMA innovation mode1
．
The 

estimator is comt,u~ in tenlm of the solution tO one polynomial~quation and spectral factoJ7atlon． 

Key WOI~ -"siochastic singular linear system；state e~ination；polynon~ equation；spectral factodzation；steady-state 

op~nal 

1 引言(Introduction) 

奇异系统可以描述非因果情形，这些问题发生 

在机器人、经济和化学系统L1 ．这一类系统的状态 

估计在最近几年得到了广泛的关注．通常采用的方 

法包括加权最小二乘法[4,10】，KAI MAN滤波[ ]以及 

极大似然[10]．值得注意的是，这些结果中采用的性 

能指标有所不同，但人们普遍关心的仍是线性最小 

均方差估计．文献[8，9]采用的是线性最小均方差指 

标，并利用传统的KAI MAN滤波理论得到了系统 

的递推估计．然而由于多次进行矩阵分解求逆，计算 

非常复杂，其结果也存在一定的局限． 

最近，文献[5，6]基于时域新息分析方法提出了 

奇异系统预报、滤波和平滑估计的统一方法．主要思 

想是将奇异系统通过一个输出反馈转化成一个正常 

系统，其估计增益阵直接通过射影公式计算，但是文 

献[5，6]中给出的增益矩阵计算较复杂．本文目的在 

于简化增益矩阵的计算．基于多项式估计理论，通 

过求解一个多项式方程给出了一种简便的增益阵计 

算方法．多项式方程是利用谱分解的唯一性(ARMA 
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新息模型唯一)推得． 

2 问题描述(Problem statement) 

考虑一奇异随机线性时不变系统，它是由下面 

的离散时间模型来描述的： 

Mx(k+1)= (k)+埘(k)，detM =0，(1) 

Y(k)=Hx(k)+ (k)， (2) 

其中 (k)∈ R ，W(k)∈R ，Y(k)∈R ， 

(k)∈R～ 它们分别代表状态、系统随机噪声、观 

测输出和观测噪声，假定W(k)， (k)是零均值的互 

不相关的白噪声，并且 E[W(k)WT(_『)]= ， 

E[ (k)VT(_『)]= ，其中E表示数学期望， 和 

均为常数对称正半定矩阵，％ 是克罗内克尔符 

号，T代表矩阵的转置．在本文中，作如下假定： 

假定 2．1 系统(1)和(2)是R一可观测的【引．即 

r zM 一 1 

rank【H J=n，V z∈c· 

z有限，并且 

rank 一  I l=n． L日J 
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其中C为复数集，rankA表示矩阵A的秩． 

假定 2．2 系统(1)是正则的，即det(zM一 )壬 

0．本文中需解决以下问题： 

基于观测 Y(k)，Y(k一1)，⋯，y(O)求 (k+z) 

的稳态线性最小均方差估计露(k+z I k)．z>0，z： 

0，z<0时，露(k+z I k)分别表示预报、滤波和固定 

滞后平滑器． 

3 最优状态估计(Opth-na~state estimation) 

3．1 准备工作(Prelin'~ es) 

在假定2．1的情况下，由奇异系统标准分解[3]3， 

存在非奇异矩阵Q-和 Q2满足 

QIMQ：=【 。肘0，】’QI叩：：[ 
(3) 

其中nl+n2=n，，n为n×n的单位矩阵，肘l为一 

指数为 o的幂零矩阵，即： o=0， o-。≠0．利用 

式(3)，不难得到 

H(M 一 = ． (4) 

其中， 

o(q一 )=1+口lq一 +⋯ +口 q- ， (5) 

T(q一 )=To+Tlq一 +⋯ + lq一 t， 

≠0， ∈R ，i=0，1，⋯，nf． (6) 

q 为滞后算子，即q-I (k)= (k一1)．将式(1)代 

人式(2)且利用式(4)，有 

a(q一 )y(|i})=T(q一 )埘(|i}+ o一1)+a(q一 ) (|i})． 

‘ (7) 

不失一般性，假定 T(q )和 口(q )没有公共因子， 

那么可得到如下 ARMA新息模型[ ]： 

a(q )Y(k)=D(q )e(k)， (8) 

和 

D(q一 )￡(|I})=T(q一 ) (|I}+ 0—1)+a(q一 ) (|I})． 

(9) 

其中 

D(q一 )=Im+Dlq一 +⋯+D d q一 ，rtd=max{n。，nt} 

(10) 

是谱分解因子，因此是稳定多项式矩阵[ ；e(k)是 

零均值的噪声序列，且有协方差阵E[e(|i})eT( )]= 

Q 满艮 

D(q一 ) T(q)=T(q一 )QwTT(q)+a(q～)Qea(q)． 

(11) 

注 1 由于谱分解因子 D(口一 )稳定，新息 e( )可利 

用式(11)反向递推计算，即 

e(k)=一Die(k-1)一⋯一D耐e(k—rtd)+n(q-1))，(k)， 

(12) 

初始值为：e(0)，⋯，￡(一nd)． 

由于 D(q一)稳定，当时间 k充分大时，e(k)将不依赖 

于初始值的选取． 

通过使用 ARMA新息模型(8)，(9)，白噪声 

W(k+z)， (k+z)和输出Y(k+z)的线性最小均 

方差估计 彷(k+Z I k)，移(k+z I k)和夕(k+Z I k) 

计算为 

引理3．1 白噪声估计彷(|i}+Z I k)， (|i}+Z I|i}) 

可由下列式子计算： 

1)对于 

Z≥ 0，谚(k+Z I k)=0； 

Z≥0，移(|i}+川 k)=0． 

2)对于其它情况， 
0̂一l一1 

谚(|i}+z I|i})=∑ 。f_l Q e(|i}一 
=0 

o+Z+1一i)，Z< 0； (13) 
一 l 

移(|i}+z I|i})：∑ G! Q e(|i}一f)，z<0． 
i=0 

(14) 

和 可由以下递归式得到： 

i 

= 一 ∑ 一，+ ，Gi=一∑ 一 +口厶． 
1 1 

(15) 

i>nt时， = To；i>na时，Co=／m且 =0； 

i>nd时，0f=0且 D =0． 

证 结论可由文献[5]直接得出． 

引理 3．2 最优输出预报器夕(k+Z I|i})(Z> 

0)有如下形式： 

夕(|I}+Z l k)=a一 (q-t三f(q一 )e(k)． (16) 

其中， 

f(q一 )=S0+SIq一 +⋯ +Snq一 ， 

ns=max{nd—Z，n。一1}． (17) 

系数 Sf(f=0，⋯， )可利用下式计算出： 
l—l 

s 一∑ f+l— +D ， (18) 
=1 

i 

量=一∑ f一，+ ，虽0=，n， =0，l，⋯，z—1． 
=1 

(19) 
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该引理的详细证明可见文献[11]． 

3．2 主要结果(Main reslJlts) 

利用标记 (Z)表示估计增益矩阵，即 

(Z)=ME[x(|i}+Z)sT(|i})]Q ， (20) 

其中 s(|i})是新息， 新息方差阵，E是数学期望． 

应用系统(1)，(2)和射影公式得[ ]： 

M17(|i}+Z I|i})= 

(|i}+Z一1 I|i}一1)+彷(|i}+Z一1 I|i}一1)+ (Z)s(|i})， 

(21) 

( +Z I )= ( +Z I )+移( +Z I )． 

(22) 

由式(4)，(5)可看出，为了计算露(|i}+z I|i})，关键的 

问题是求增益矩阵 (z)．这个问题已在文献[5]中 

考虑过，其中增益矩阵可用射影公式得到，但是方法 

繁琐．在下面的定理中，将给出一种基于解多项式方 

程简单有效的算法． 

定理 3．1 对满足假定 2．1和 2．2的线性奇异 

系统(2．1)和(2．2)，稳态增益矩阵 (Z)是以下多 

项式方程的唯一解： 

(g ) (Z)=R(g )， (23) 

对于滤波或平滑估计，R(g )具有以下形式： 

R((g一 ))=D((g一 ))q-ao“一 (g )F((g )g～一 

a(g )G(g )q-ao， (24) 

其中 
0̂一l—I 

F(g一 )：∑ Q FTn f_lQ ⋯～， 
i=0 

一 f 

G(g一 )：∑Q G三 —fQ g— ． 
i=0 

对于预报有如下形式： 

R(g一 )= f(g一 )q-ao— (g一 )F(g一 )g一 ． 

(25) 

证 在滤波和平滑的情况下 (Z≤0)，式(22)变 

为 

Y(|i}+Z)= (|i}+Z I|i})+G(g一 )s(|i})． 

(26) 

其中 Z≤0时，夕(|i}+Z I|i})=Y(|i}+Z)并且用到了 

式(12)，把式(21)代人上面的等式并注意到式(12) 

可得 

Y(|i}+Z)=[ ( 一 g一 )一 (Z)+ 

H(M一卸 一 )一 F(g一 )g一 +G(g )]s(k)= 

[aJ(g )T(g ) o (z)+ 

a-1(g一 ) (g一 ) 。 F(g )+G(g )]s(|i})． 

(27) 

由于 ARMA新息模型(8)可以表示为 

Y(|i}+Z)=a一 (g一 )D(g一 )s(|i}+Z)，(28) 

因此式(23)可由式(27)和(28)得出，对于预测情况 

(Z>0)，因为 移(|i}+Z I|i})=0，由式(22)得 

( +Z I )= ( +Z I )． (29) 

把式(21)和式(16)代人上式，可得 

a (g ) f(g一 )s(|i})= 

[ ( 一 ) (Z)+ 

H(M 一 )～g F(g )]￡(k)= 

[a (g )T(g ) (z)+ 

a (g ) (g ) F(g )]s(|i})． (30) 

进而可得到 

g一 o f(g一 )=T(g一 ) (Z)+g一 T(g一 )F(g一 )， 

(31) 

即是对于预测情况的式(23)． 

下面考虑解式(23)解的唯一性． 

注意到 T(g )= +Tlg +⋯ + 
．

g—nI，用 

来标记 

= [瑶 矸 ⋯ ]T． (32) 

由假定 2．1，可知 是列满秩的[ ，所以式(23)有唯 
一 解．故此定理成立． 证毕． 

在假定 2．1和2．2的情况下，存在一矩阵 使 

得 + 1 是非奇异的，且 =( + 1 )I1 是 

稳定的[引，结合式(21)和(22)可得 

( +K1 )露(|i}+Z I|i})= 

(|i}+Z一1 I|i}一1)+彷(|i}+Z一1 I|i}一1)+ 

(Z)s(|i})+Kl (|i}+Z I|i})一Kl移(|i}+Z I|i})． 

(33) 

利用引理 3．1，3．2很容易地由式(33)得出估计 

露( +Z I )= 

露(|i}+Z一1 I|i}一1)+ (g一 )s(|i})+ (Z)s(|i})． 

(34) 

其中 

K(g一 )=( + 1 )一 F(g一 )一 

lG(g一 )+ l f(g一 )， 

(z)=( + 1 ) (z)，和 

l = ( + 1 )-1 1． 

4 结论(Conclusion) 

利用多项式方法研究了奇异系统最优滤波、预 

报和平滑估计问题．估值器是基于射影公式和新息 

分析方法得到．其计算归结为估计增益矩阵的求解 

问题．通过一个谱分解和求解一个简便的多项式方 
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程而得到估计增益矩阵，与现有结果相比较[5，6I，本 

文的算法得到很大简化． 
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