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摘要：研究了由若干个相同的广义线性子系统以对称的内联方式构成的广义对称组合大系统的性质
． 首先，通 

过系统变换，将原广义对称组合大系统转换为两个低阶的修正子系统，然后通过分析得到广义对称组合大系统的 

稳定性、能控性、能观性、固定模的存在性、分散正常化、Lyapunov方程和Riccati方程的解等性质，均可由这两个低 

阶的修正子系统的相应性质来描述． 
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A 血蕾吐：A class of 喀lllar systems with syrranelric in蜒 0lm训 andidentical sll"uctlR-e was investigated．Fast，the orig- 

inal 啦 Iar 咖metric co~ osite systems uansfomz~to two lower-order modified subsystems via system transformation； 

Then it was found thatthe d翰ra 既i (such as stability，conwollability，observability，the e】‘i!曲撇 offixed modes，dece酬 一 

ized nommli~afion，the solution to the Lyapunov equation and Riccati~qtlalion)ofthis kind oflarge-scale systems can be de把r． 

mined by the ccnespandi pIDl~ties ofthe two lower-order modified subsyaems． 
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1 引言(Introduction) 

在控制系统的研究中，广义分散控制系统由于 

其广泛的应用背景而越来越受到人们的重视，并取 

得了诸多结果[ ．例如Leontief的动态投入产出 

模型[5]5，Leslie的人口增长模型，电力系统等L4J．但随 

着系统维数的增大，系统的分析与控制变得越来越 

复杂．因此，能否及如何使大系统的分析与控制得到 

简化，是个很有意义的问题，即能否通过维数比较低 

的系统来刻画整个大系统的性质．广义对称组合系 

统是一类特殊的广义分散控制系统，它是由若干个 

相同的子系统以对称的内联方式构成的大系统．本 

文集中分析了这类大系统的一些重要性质：谱特性、 

能控性、能观性、固定模的存在性、分散正常化、Lya— 

punov方程和Riccati方程的解等．结果说明，这类大 

系统的很多特性可以由两个低阶的修正子系统的相 

应性质来确定． 

2 系统描述(System description) 

考虑一类广义大系统 S，它由』、r个子系统S 组 

成，S 由式(1)给出， 

rEYci Axi+Bui+Dsi， i(0)=XiO， 

{Yi=Cxi， (1) 【
zi： ． 

式中 ∈R ，H ∈ ， i∈R ， f∈Ⅱ ，Zi∈Rr， 

分别是子系统 S 的状态矢量、控制输入“内联输入、 

控制输出和内联输出( =1，2，⋯，N)；E∈ ， 

A ∈ R ，B ∈ R ，C ∈ Rg ， ∈ R ，D ∈ 

× 均为实矩阵(见图1)．且假设每个子系统S 均 

正则．当 0时，称式(1)为系统S的隔离子系统， 

记为 ，由于各隔离子系统相同，将 简记为 = 

(E，A，B，C)．另外，各子系统间的内联关系由下 

式确定 
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其中 

=  

S=L z． (2) 

Lq Ld 

Lq Lq 

(3) 

换句话说，广义大系统 s是由若干个相同的子系统 

以对称的内联方式构成的．当E=，时，系统s即为 

正常的相似组合系统[ ．另外，假设本文中的矩阵均 

具有相容性． 

UN 

yN 

s1 

i ￡ 

zN 

图 1 大系统 5的结构不意图 

Fig．1 呲 nⅡe ofcomposite large-scale system S 

称系统(1)～(3)为广义对称组合系统． 

将系统(1)～(3)写成紧凑的形式如下： 

Eu =ANX + BNU + DNS = 

(A +DNL(C ) ) +BNU． 

其中 =(xT，xT，⋯，Xr)T，U=(1I1r，lI ，⋯，ur)T， 
EN=block diag(E E ⋯ E)， 中矩阵E出现 

Ⅳ次，于是系统 S的状态空间表示为 

』 = +BNU， (0)= (4) 4 J 
ty = cN ． 

其中 0= ( T0， ，⋯， ?lo)T Y =(yT，yT，⋯， 

yT)T A=A +DNL(C ) ． 

由定义知，广义对称组合系统是一类特殊的广 

义分散控制系统． 

3 子系统的瞄述(Subsystem description) 

为了更好地研究广义对称组合大系统，考虑对 

该系统进行如下的相似变换 

= Tx． (5) 

其中 

=

1

Ⅳ 

T一1： 

1 0 ⋯ 0 1 

0 I ⋯ 0 ， 

： ： ： ： ： 

‘ ’ ‘ ! 。 

0 0 ⋯ ， ， 

一 ， 一 ， ⋯ 一 I I 

，为n阶单位阵， 是Ⅳ块矩阵，于是系统 s化为 

TENT一 x= 一 + TBNU． 

x(o)=Txo， 

Y = CNT一 ． 

即 

EN童： 

Y = 

一 B — B 

B B 

C 0 

0 C 

： ： 

0 0 ⋯ 

一 C — C ⋯ 

C 

— C 

一 曰 一 曰 

一 曰 ；一曰 
． ． 

： ； ： 

(N一1)B 一B 
’。 ⋯ 。 ⋯ ’ ⋯ ’ ’ ’⋯ ⋯ ⋯  

B B 

(6) 

卜⋯。． 
其中 

{A A：。 -+L(q)C—zA A DLaC~N’1)ntqC~．(7) 【 0= + +( 一 ) ． 、 
称 n阶系统(E， ，曰，C)和(E，A0，曰，C)为系 

统 s的修正子系统，分别将其记为 和 ．于是显 

然有下面的引理成立． 

由于篇幅有限，本文所得结论均将证明略去． 

引理 1 系统 s是正则的当且仅当它的修正子 

系统 和 均正则． 

下面的讨论均假设修正子系统 和 是正 

则的． 

令 =( ， ，⋯， )T于是由矩阵 的结构 

可知 

～

：  

1
XN ∑Xi， (8) 厶 ， 6 

即实际上， 』v是各个子系统s 状态向量的平均值． 

由式(6)可知，子系统 s 的输出轨迹Y 可由下 

T T 

、 、，  
TⅣ TⅣ 
S Z  

，  ，  

● ● 

，  ，  
T 2 T 2 
S Z 

，  ，  

T 1 T ● S Z 

， ， 

： = 

Z 

● ● ● 

] ●●●，J  B 

0 0 0 ～ 8 D 

；  ； ．

0 一 一； 0 0；生0 一∽ 

～ ～ ～ B 

— D 8 
0 0～0 一 

0 0～0厂●● 一 ～ 厂 

，』 ，』 ， ． 一 一 ■， 

，j 一 
、， ～ 

，j ，j 1 一 

一 一 ， 

， ． 

● ● ● _ ● 

，  ． 

、，  一 

，』 1 ，』 一 

一 一 

， ～ 

，  ～ 

、，  一 

1 ，j ，j 一 一； 一1 
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式描述： 

=  

+ + 

1,jj： 

f(0)= 

I

：  

N 

o + 
． 印 

∑ 

i= 1，2，⋯ ，Ⅳ 一 1． 

(9) 

，X 、 

其中 ：，I～‘I． 、 
，v， 

显然，式(9)表达了子系统 s 的输入输出行为． 

这说明大系统s中的每个子系统均可用一个阶数最 

多为2n阶的系统确切地表示，且阶数与Ⅳ无关．当 

Ⅳ较大时，2几远小于Nn，这为研究子系统 5 提供了 

方便．另外，由文献[8]中的判别条件可知，如果修 

正子系统都是能观的，则式(9)所表示的子系统 s 

亦是能观的． 

其次，式(9)给出了内联项是如何影响子系统 

Sl的动力学行为的．由式(9)可以看出，子系统sf由 

两部分组成，且每一部分都是／'t阶系统(E，A， ，c， 

D， )(即隔离子系统 )的带有反馈项的闭环系 

统，即“内联项”是以内联输出对内联输入的静态反 

馈的形式出现的(见图2)． 

一 图2 第 i个子系统的结构示意图 

Fig．2 Stmcmm of the ith-subsystem model 

此外，由式(9)还可以看出，输出向量 仅依赖 

于子系统状态向量 f和“平均状态” ，v．考虑下面的 

n 阶系统 

f E膏=A s膏f+ 口 ，膏 (0)= i。， (10) 【Y
i= Cjf． 

式(10)与式(9)的误差系统由下式给出： 

『E 0 1 『A 【
0 E 【0 

Yf一夕 =(C c)x ， 

if(0)= 

善N 一 1 
N

劫  

+ 

1,j． 1 

(11) 

其中；：f 1．于是若系统(11)稳定， 和 、X
N ／ 

均与Ⅳ无关，且是输出无脉冲的，则 ll Y 一 ll 2将 

随着 Ⅳ的增加而减小．于是，当 Ⅳ较大时，可以用系 

统(10)代替子系统 si． 

注 在设计分散控制系统的分散控制器时，人们有时 

用隔离子系统 代替子系统Si．但由上面的分析知，这样做 

的前提应该是大系统的联接是“弱”的，否则会引起误差．此 

外，若对隔离子系统亏稍加改动，改为用系统(1O)代替子系 

统 S将会降低误差，且若 = ，即没有内联项，则隔离子 

系统 与子系统 一致 ． 

4 用低维系统描述大系统的性质(Characters 

of overall systems via lower-order subsys— 

tems) 

4．1 基本性质(Basic characters) 

设 (E，A)={ I det( E—A)=0}，当 E= 

，时，简记为 (A)． 

于是，广义对称组合大系统s显然具有下列性质： 

定理2 (s)= (E，Ao)U{U (E，A ))， 
Jlv一1 

其中U (E，A )= (E，A )U (E，A，)U⋯U 
(E，A。)， (S)表示系统 s的特征值集合． 

由此定理可以看出， (S)由／'t阶修正子系统 

ŝ ，ŝ 的特征值组成，于是可以通过 ／'t阶系统特征 

值的分布来判断原大系统的一些性质，如稳定性等， 

使得分析大大简化，且其中 (E，Ao)依赖于子系统 

的个数 Ⅳ，而 (E，A。)并不依赖于Ⅳ． 
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类似地可得到下面的定理： 

定理 3 系统 S是 R_能控(R_能观)的当且仅当 

修正子系统 ， 均是 R_能控(R_能观)的． 

定理 4 系统 S是 I_能控(I_能观)的当且仅当 

修正子系统 ， 均是 I_能控(I_能观)的． 

定理 5 系统 S是能控能观的当且仅当修正子 

系统 ， 
．
均是能控能观的． 

4．2 固定模(Fixed modes) 

广义分散控制系统的可稳性和极点可配置性等 

性质与系统固定模的存在与否有着密切关系．关于 

广义分散控制 系统的 固定模 已有很多 的研 

究[ ， ， 。， ̈ ．下面主要讨论大系统 S的固定模 

问题． 

考虑广义系统(E，A)，若E∈ ，rankE：r， 

q：deg det(sE—A)，则该系统有 n—r个静态模， 

r个动态模，其中包括q个有穷动态模，r—q个脉冲 

模或无穷远动态模．而无穷远固定模的概念目前有 

两种，一种是基于分散输出反馈控制，此时称之为脉 

冲分散固定模；一种是基于分散输出导数反馈控制， 

此时称之为无穷分散固定模．其相关概念可参阅文 

献[3]．下面就讨论大系统 s固定模存在的充要 

条件． 

定理 6 系统 s没有有穷固定模当且仅当它是 

R．能控且R_能观的，即两个修正子系统 ， 均 

R．能控且 R_能观的． 

由文献[3]知，在“强联接” J的前提条件下，广 

义分散控制系统 R_分散能控且 R_分散能观与没有 

有穷固定模是等价的．但一般来说，对于广义分散控 

制系统，R_分散能控(能观)的系统一定是 R_能控 

(能观)的，而R．能控(能观)的系统不一定是R_分散 

能控(能观)的．可从上面的定理6知，对于广义相似 

组合系统来说，R_分散能控且R_分散能观与 R_能控 

且R．能观是等价的． 

定理 7 系统 s没有脉冲分散固定模当且仅当 

它是I．能控且 I．能观的，即它的修正子系统均是 I_ 

能控且 I_能观的． 

类似R_能控(能观)的情形，对于广义对称组合 

系统来说，I．分散能控且 I．分散能观与I_能控且I一能 

观是等价的． 

另外，显然有下面的定理． 

定理8 系统 s存在无穷分散固定模的充要条 

件是 

rank[E B]<n，rank[ET CT]T< ， 

至少有一个成立． 

由文献[2]知，不能分散正常化的概念与存在无 

穷分散固定模是一致的，于是有下面的推论． 

定理 9 系统 S不能分散正常化的充要条件是 

rank[E B]<n，rank[ET CT]T<n， 

至少有一个成立． 

4．3 广义I明plllIov方程和广义 Riccati方程的解 

(Solutions to generalized Lyapunov equations and 

generalized Riccati equations) 

在控制系统的实践和理论中，Lyapunov方程和 

Riccati方程的解的存在性及其结构，对于研究系统 

的稳定性及相关控制问题(如鲁棒控制、镇定控制 

等)都有着很重要的作用．研究表明，对于广义相似 

组合系统，它们的解可由低阶系统相应的方程的解 

构造出来．下面的定理给出了这两种解的具体构造． 

定理 lO 考虑大系统 S，设 (E，A )c C一， 

(E，A0)c c一，其中c一为左半开平面且不包括无 

穷远点，且 ： >0，P0：P >0，分别表示下 

列 Lyapunov方程的正定解 
ET A +A E =一 ETWE

， 

ETP0A0+A P0E =一ETWE． 

其中 = >0．令 = ，则大系统 S的 

Lyapunov~j"程 

(EN)TPA+ATP =一(EN)TBTEN 

的唯一正定解P∈RNn 具有结构 

P = 

Pl P2 

P2 Pl 

● ● 

： ： 

P2 P2 

其中 Pl∈R 及 P2∈ 由下式给出： 

Pl： 1[P0+(N一1) ]， 

1 

P2： 1(P0一 )． 
． 

对于Riccafi方程，有类似的结论： 

定理 ll 考虑大系统 S，设 =pT>0，P0= 

pT>0，分别表示下列 I~ccafi方程： 

ETP A
。
+A E—ETP

s
BR_。BP0E+ETWE=0

， 

ETP0A0+A0P0E—ETP0朋 一 0E+ETWE=0 

的正定解，其中 ：wT>0，R：RT>0．令 = 

，
詹 ：RN，则 

P ： 

Pl P2 

P2 Pl 

● ● 

： ： 

P2 P2 

：  

2 2 l P P ； P 

● ● ● 

● ● ● 

● ● ● 
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是下面大系统 S的Riccati方程 

(EN)TPA+APEN一( )TP(BN)(RⅣ)一BNPE～+ 

EN lWNEN = 0 

的正定解，其中 P1∈R “和 P2∈ R “由下式给 

出： 
1 

P1= 1[P0+(J7、，一1) ]， 

1 

P2= (Po一 )． 

5 结论(Conclusion) 

Nn阶的广义相似组合系统的性质如稳定性、能 

控性、能观性、固定模的存在性、分散正常化、Lya_ 

punov方程和Riccati方程的解等，均可由两个 n阶 

的修正子系统来描述．由此可见，相似结构可以使广 

义大规模相似组合系统的分析大大简化．尤其是当 

J7、，较大时这种优势更加明显，且为进一步研究这类 

系统提供了理论基础．关于这类系统的控制问题及 

模型化简问题，作者将另文详述． 
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