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摘要：在LMI优化框架下，讨论有时域硬约束线性系统的H 控制问题．首先提出了一种基于LMI优化的状态 

反馈方法，并给出了闭环系统保证H 性能和满足时域硬约束的条件．在此基础上，融合预测控制的滚动优化原理 

讨论了一种滚动时域H 性能控制方法．通过对H 性能指标 y的在线最小化，闭环系统能实时协调控制性能要求 

和硬约束，并充分利用有限的控制能力提高控制性能． 
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LT ．based H．infinity control scheme for constrained systems and 

its moving horizon implementation 
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Abstract：In the framework of LMI(Linear Matrix tnequa~ )op"tmaization，this paper addresses the H-infinity control 

problem for linear systems with time-domain hard conslraints．An LMI-based state-feedback solution is presented and conditions 

for guaranteeing closed-loop H-infinity performance and satisfying the time-domain conslraints ale given．Combining the moving 

horizon principle of model predictive control，a moving horizon H-infinity perfomm ce control scheme is discussed．By minimiz— 

ing the H-infinity performance index on-line，the closed-loop system is able to lllanage the trade-off between required high per- 

formance and satisfying hard consWaints，and to enable the roost ofthe limited control to achieve good performance． 
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1 引言(Introduction) 

对控制系统的高性能要求往往意味着大的控制 

动作，控制量约束(如执行机构饱和)的存在不仅会破 

坏期望控制性能的获得甚至会导致系统不稳定．为 

此，人们已经提出了许多方法以解决存在系统约束时 

的控制问题，如预测控制 J、Anti—windup综合【 ]、 

约束LQR／L~ 61等．预测控制将系统约束显式地表 

述在开环优化问题中并通过在线滚动优化使之动态 

满足，是约束系统优化控制的一个非常有效的方法． 

近十几年发展起来的H 控制为系统的鲁棒性分析与 

设计提供了较完美的理论基础，但标准的H。控制没 

有考虑系统的时域硬约束．基于H。理论的预测控制 

便成为一种使约束系统鲁棒稳定的捷径[’ ]，但大 

多已有的讨论都没有涉及系统的性能要求． 

本文在LMI优化【13]和多目标控制L1 J的框架下 

讨论存在控制量和输出量约束时的H。性能控制问 

题，提出一种基于 LMI优化的状态反馈方法，并给 

出闭环系统保证 H。性能和满足时域硬约束的条 

件．在此基础上，融合预测控制的滚动优化原理，用 

系统当前状态刷新相应的LMI优化问题并在每个 

采样时刻在线求解．通过对 H。性能指标 )，的在线 

最小化，使得滚动时域闭环系统能实时协调控制性 

能要求和系统约束，即，在必要时降低性能要求以保 

证时域硬约束的满足，当系统远离约束边界时，提高 

性能要求．这样，系统能充分利用有限的控制量提高 

控制性能．仿真结果表明了该方法的有效性． 

收稿日期：2003—04—08；收修改稿日期~2004—04—29． 

基金项目：国家自然科学基金资助项 目(60374027)；教育部科学技术研究重点项 目资助(o0o38)；国家高技术研究发展计划资助项 目 

(2o03AA412210)． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


190 控 制 理 论 与 应 用 第22卷 

2 约束系统的 H 控制(H-infinity control of 等式 

constrained systems) ( (|i}))+壹II l( )II ≤ 
考虑离散线性时不变系统 o 

r (k+1)=Ax(k)+BlW(k)+ 2u(k)， 

{zl(k)=Cl (k)+DllW(k)+Dl2u(k)，(1) 

【 2(k)=C2 (k)+D2lW(k)+D22u(k)． 

其中： ∈R 为状态变量，W∈R 和 u∈R ：分别 

为外部输入和控制输入，zl∈Rpl和z2∈ ：分别为 

控制输出和约束输出．对系统的基本假设为(A， 2) 

可稳和(c。，A)可测．系统的控制量约束和输出约 

束具有如下形式： 

I uf(k)I≤ uf．一，V k≥0， =1，2，⋯，m2， 

(2a) 

I Z2 (k)I≤Z2 ．一，V k≥0， =1，2，⋯，p2． 

(2b) 

另外，假设 D2。=0，即外部输入对约束输出没有直 

接影响．控制目标是设计满足控制量约束(2a)的控 

制器使得闭环系统内部稳定，输出z2满足约束(2b) 

且从外部输入 w到控制输出z．的H 性能最小． 

考虑状态反馈策略 u=Kx，则闭环系统为 

r戈(k+1)=Ael (k)+BlW(k)， 

{zI(k)=Cl,cl (k)+DII (k)， (3) 
【 2(k)=C2,el (k)+D2lW(k)． 

其中：A。l=A+ 2 ，C ．。l=Cf+D 2K，i=1，2．无 

约束H 控制是使闭环系统内部稳定且从外部输入 

W到控制输出z．的H 性能小于某个给定的正数 y． 

对离散系统而言，这等价于存在对称矩阵 P>0满 

足矩阵不等式[15,16] 

P 0 A。TlP cT． l 

0 y ， BTP D Tl 

PA 1 P l P 0 

C1
．

。1 Dll 0 I 

>0． (4) 

实际上，应用Schur补公式[13]得，式(4)等价于 

T

帆

CT,elC 1, 

B TPB

一

。
竺 。。)>。． ＼ 一 T cl—DTlc1．cl y2，一 l—DTlDll／⋯ 

(5) 

上式左乘非零( j)T右乘非零( j)，整理得 
(A。l (k)+Bl (k)) ’PCa。l (k)+Bl (k))+ 

(CI,elX(k)+DllW(k)) ’(CI
,el (k)+DllW(k))≤ 

y W(|i})TW(k)+ (|i})TPx(k)． 

用P>0定义一个标量函数 V( )：XTPx，并将式 

(3)代入上式，则得闭环系统(3)满足下面的耗散不 

y ∑ ll ( )ll + ( (0))，v k>0．(6) 

令 x(o)=0，结合 V( )≥0，则上式变为 

∑ ( ≤y ∑ ll ( 2． 

这表明从 W到zl的H 性能小于y．令Q=P-1和l， 

= 印 ，并用 diag(Q，，，Q，，)对式(4)做同余变换， 

得式(4)等价于 

Q 0 qaT+yT QcT+yTDl2 

0 y ， 研 oT 

AQ+BE Y BI Q 0 

CI Q+Dl2 Y Du 0 I 

> 0． 

(7) 

上式是关于 y ，Q和l，的线性矩阵不等式( 皿)．因 

此，有如下结论： 

引理 1 假设um优化问题 

rain y subject to LMI(7) (8) 
，Q，Y ． 

有最优解 (7。pI，Q。pI，YopI)，则状态反馈 K。pI= 

roptQ 使闭环系统内部渐近稳定且从W到zl的H 

范数最小，其值为 y。m． 

证 前面的讨论知，假设 (y，Q，Y)满足 LMI 

(7)，则 P=Q-1满足矩阵不等式(5)，其中 =yP． 

因此，对由u=Kx组成的闭环系统存在P>0满足 

P — ATIPA。l>0，即闭环系统内部渐近稳定．进一 

步，(y，Q，Y)满足 皿(7)表明闭环系统满足耗散 

不等式(6)．令 x(o)=0，结合 v(x)≥0，则式(6)表 

明从 W到zl的H 性能小于y．如果优化问题(8)有 

最优解，记为 (y。pI，Q。pI，YopI)，则 y 0pI是满足 LMI 

(7)的最小 y．结论得证． 

注 1 由上面的讨论可知，要保证闭环系统渐近稳定 

实际上并不需要最优解，只需优化问题的可行解即可．另，以 

LMI为约束条件的优化问题(8)是凸的，目前已有非常有效 

的数值求解工具(如1．Mlmols)．当然，采用数值方法求解得 

到 y 只是数值意义上的最小． 

对于有约束(2)的情况，首先有如下结论： 

引理 2 假设 
· 存在 (y，Q，Y)满足LMI(7)； 

· 外部输入信号能量有界，即∑ ll ( )ll ≤ 
i=0 

2￡，llnx； 

· 系统初始状态 (0)属于一个由 P，a>0和 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


第2期 陈虹等：基于LMI的约束系统H 控制及其滚动优化实现 191 

一 定义的椭圆域(其中P= Q ) 

力l(P，口， 一)：={ ∈R I)， +V( )≤口}， 

则状态反馈K=rQ一使闭环状态轨迹保持在另一 

个由 P和口定义的椭圆域 

力2(P，口)：={ ∈R I V( )≤口} 

内，且系统的输出能量有界． 

证 如果 ()，，Q，Y)满足 LIVII(7)，则存在 

V( )=2：TPx使得闭环系统满足耗散不等式(6)，其 

中P：Q一 >0．利用∑ ll ( )II ≤ 一得，对 

任何后>0有 ( (后))+∑ II zl(i)II ≤)， 一+ 

( (0))，且口 ll zl(i)ll ≤)， + ( (0))和 

V( (k))≤ )， 一 + V(x(o))，V k > 0．再 由 

x(o)∈力l(P，口， 一)即 )， + V(x(o))≤ 

口 得∑ ll Zl(i)II ≤口和 ( (后))≤口，v k>0， 

结论得证 ． 

注2 由上面的讨论知，如果 a≥ 一，则0∈ 

CJl(P，口， 一)且 nl n2． 

下面给出在矩阵不等式框架下考虑控制量约束 

和输出约束的一种方法．由 =YQ— 和D2l=0 

得，输出方程为z2=C2,cl ．显然，对控制量的约束 

和对输出量的约束具有相同的形式．因此，以输出约 

束为例展开讨论．假设闭环状态轨迹保持在椭圆域 

力2(P，口)内，则满足输出约束就是要求 

I Z2i(k)I = 

m a xx(后)TcT,el,iC2
，d，f (后)≤ 

q~n a x2：TcT．cl,iC2，cl，f ≤z；f，mx，i=1，2，⋯，P2， 

(9) 

这实际上要求对所有满足 V( )= TPx≤口的 有 
Tc 

，

d，fC2
，d，f ≤ zjf．m戤，i=1，2，⋯，P2．应用 

S-Pmcedure[13]得，如果存在一实数 >0满足 

一  c≥，cl̂ cl'l 一以 T (
10) 【i

= 1，2，⋯ ，p2， 

则式(9)成立．不失一般性，取 ： ，则使上式 

对所有的非零 成立的条件为 一 C2’cl'f≥ 

0，或 

Q—QCT,el,iC2’cl'fQ≥0． (11) 

利用Schur补公式，式(11)成立的条件为存在对称 

矩阵z使得Q和l，满足矩阵不等式 

j[ c：Q y，T c2Q+Q。22y]≥。， 2， 
LZii≤z{f． ，i=1，2，⋯，p2， 

其中还用到 c2．c1=c2+D22 和Y=KQ．综上，有 

如下结论： 

引理3 如果x(O)∈力l(P，口， 一)且存在对 

称矩阵 和z使得无约束H 控制的Q和l，进一步 

满足矩阵不等式(12)和 

f， y1 l
口 l≥0，x／ ≤ 2f，mx， =1，2，⋯，m2， 
yT Q／l 

(13) 

则系统输出z2满足输出量约束(2b)和状态反馈 

= VQ 满足控制量约束(2a)． 

证 前面的讨论为式(12)一(11)一(10)．由引 

理 2知，x(o)∈ 力l(P，口， 一)表明 (k)∈ 

力2(P，口)，V后>O，则有(1O)一 (9)，即 Q和y满足 

矩阵不等式(12)表明式(9)成立．因此，闭环系统满 

足输出约束．同理，可以证明式(13)成立表明状态 

反馈 =YQ— 满足 I f(k)I ≤ 2f，一． 

结论得证． 

显然，只有对固定的口值，式(12)和(13)是关于 

Q，Y，X和z的LMI．最后，关于约束系统(1)的H 

控制问题有如下结论： 

定理1 对固定的口=口0，如果LMI优化问题 

min )，2 subject to LMI(7)，(12)，(13) 

(14) 

有最优解 ()，0，Q0， ，Xo，Z0)且 x(o)∈力l(P0，口0， 

W0)，则由状态反馈 = Q 组成的闭环系统 

a)内部渐近稳定； 

b)对能量不大于 W0的外部输入，满足系统约 

束(2)； 

c)从外部输入 W到控制输出z。的性能满足 

∑ II zl( )II 一)，3∑ II ( )II ≤ (0)TP0 (0)， 

即闭环系统具有耗散性； 

d)从外部输入W到控制输出z1的H 性能小于 

其中W。是闭环系统在保证满足约束前提下允 

许的最大外部输入能量，由 W0： 二 
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计算． 

证 结论 a)的证明与引理 l同．应用引理 3得 

到b)．由 (y0，Q0，I：o)满足 LMI(7)得闭环系统满 

足耗散不等式(6)，且 ( )≥0，则得结论 c)．令 

(O)=0，c)则表明结论 d)． 

注 3 如果 (O)：0，记I．aM／优化问题(14)的最优解 

为 y ，即从外部输入W到控制输出 l的H 性能为 y ．显然， 

有 y ≤y ≤yo，表明约束的存在将使系统性能变坏，非零 

初始条件也将进一步降低系统的性能，从而增加控制器设计 

的保守性．因此，建议在设计控制系统时取x(o)：o． 

注 4 如果系统(1)的(A，B2)可稳和(cl，A)可测，则 

I_aM／优化问题(14)是否有解取决于矩阵不等式(12)和(13) 

是否可行．因约束条件(2)将系统平衡点包含在其内部，由线 

性系统的连续性知，如果 (A，B2，C1)可稳和可测，则必存在 

口>0使 LMI优化问题(14)有解． 

注 5 由引理2知，a还给出了系统输出能量的上界． 

从这个角度出发，选择 a越小越好(在I．aM／优化问题有解的 

前提下，a小则y小即闭环性能好)．另外，a越小，确切地说 

ap越小，越容易使矩阵不等式(12)和(13)成立．但如果 a 

r ——一  

小，即√-LdetP大(对固定P)，则椭圆域n2小_】引．这意味着 

在满足约束条件前提下允许系统状态轨迹伸展的空间小，从 

而导致承受未知外部输入(干扰)的能力弱．从保证闭环系 

统满足约束条件的必要条件 x(o)∈nl(P，a， ～)也很容 

易得到a和 ～之间的制约关系a≥72 ～，其中 一是系 

统外部输入信号(如干扰)的能量．因此，如果期望设计的控 

制系统能承受大的干扰且满足时域硬约束，则应选择大 

的 口． 

3 滚动优化算法(Moving horizon algorithm) 

从注5可看出，设计约束系统 H 控制系统的关 

键是协调控制性能要求与满足系统约束之间的矛 

盾．由于外部输入(干扰)的不可预见性，这种一次性 

设计控制系统和离线协调的缺点是显然的．假设已 

设计了约束 H 控制器 (口0，P0，y0，Ko，W0)并将状 

态反馈 ／t=Ko 作用于系统．如果外部输入能量不 

大于 W ，则闭环系统满足约束条件(2)．但实际情况 

可能并非如此．一种可能是外部输入能量大大地小 

于 W ，则系统将无法充分利用控制能力提高控制性 

能，控制系统的设计过于保守了．另一种可能是出现 

某些不可预测的大干扰使得实际的外部输入能量大 

于 W ，则系统输出和控制量可能超出约束的范围． 

因此，这一节将应用预测控制的滚动优化原理，讨论 

控制系统如何实时主动地调整性能要求使得在保证 

满足约束的同时获得尽可能好的闭环性能．具体思 

路是通过对H 性能指标 y的在线最小化，使得系 

统在其接近约束边界时，能降低性能要求(H 指标) 

以避免违背约束的情况发生；当系统远离约束边界 

时，能提高性能要求以获得好的控制性能． 

由定理 1知，保证闭环系统满足约束条件(2)的 

一 个前提条件是系统初始状态属于椭圆域 1(P， 

a， 一)．假设 k时刻的系统状态为x(k)，由Sehur 

补公式知， (k)∈nl(P，口， 一)等价于I．aMI 

( 荪一 (15 
因此，如果I_aMI优化问题 

min )， subject to LMI(7)，(12)，(13)，(15) 
7
2

．Q．Y．x．z 

(16) 

有解 ( ，Q ，Yk，Xk，Zk)，则定义k时刻的状态反馈 

为 

K(k)= Q ． (17) 

根据预测控制的滚动优化原理，将式(17)作用于系 

统至下个采样时刻，用实时状态刷新I．aMI优化问题 

(16)并在线重复求解．具体的滚动时域算法如下： 

算法 1 

第 1步 初始化．令 k=0． 

第2步 在 k时刻，给定口=口0，求解I．aMI优 

化问题(16)．若式(16)有解，则将状态反馈(17)作用 

于系统；若式(16)没有解，则增加 a值，重新求解优 

化问题． 

第3步 k：k+1，返回第2步． 

优化问题(16)和(14)的区别就是 I．aMI(15)．该 

I．aMI迫使控制系统的当前状态满足 (k)∈nl(P， 

a， 一)，从而保证系统的状态轨迹保持在椭圆域 

n2(P，口)内．对任何 (k)有 ≥y ，所以，对给定 

口>0，(y ，P ， )是求解优化问题(16)得到的性 

能最好的控制器．为降低在线计算负荷，可采用如下 

的控制器实现算法： 

算法 2 

第 1步 初始化．给定口=口0；设 (0)=0，求 

解 I_aMI优化问题(Vt)得 K =YQ-1和 P =Q-1；令 

k = 0． 

第2步 在k时刻，给定a=a ；若系统当前状 

态 (k)∈nl(P ，口， 一)，则将 M(k)=K (k)作 

用于系统；若 (k)磋n(P ，口， 一)，则求解 l_aMI 

优化问题(16)．若(16)有解，则将状态反馈(17)作用 

于系统；若(16)没有解，则增加 a值，重新求解． 

第3步 k=k+1返回第2步． 

注 6 与常规IvIR2相同，在每个采样时刻将用当前状 

态刷新优化问题(16)并在线寻优。以计算状态反馈增益进而 
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计算控制量．因此，其可行性对控制系统的实现至关重要．注 

意到优化问题(16)中的LMI组(7)，(12)和(13)与当前状态 

(k)无关．给定 0t，记所有使LMI组(7)，(12)和(13)成立的 

(y，q，Y，X，Z)的集合为S(0t)．由式(12)和(13)知，如果 0t 

≤ 口2，则 S(0t1)]．s(口2)．假设 k时刻的优化问题(16)有解， 

记为( ， ， ，以， )．在k+1时刻，优化问题是否有解的 

关键是满足LMI(15)，即使 (k+1)∈力2(P，0t， 一)为真． 

如果 (k+1)∈力2(Pk，0t ， 一)，则( ，qk， ， ， )是 k 

+1时刻优化问题(16)的一个可行解(不一定是优化解)．如 

果 (k+1)《力2(Pk，。 ， 一)，则优化算法将在集合 S(口) 

中寻找新的(y，q，Y， ，Z)，在尽可能不降低或少降低性能 

(miny2)的条件下使 (k+1)∈力2(P，0t， 一)成立．但在某 

种不可预见的外部大干扰下，可能会发生没有(y，q，Y，X， 

z)∈S(0t)使 (k+1)∈n2(P，0t， 一)成立，即对给定的 

0t，优化问题(16)没有解．分析(15)的结构知，增加 0t值将直 

接提高满足 (k+1)∈力2(P，0t， 一)的可能性．实际上，增 

加a值是进一步放宽控制性能要求．但由于0t ≤0t 意味着 

S(口1)]S(0t2)，又由于外部干扰的不可预见性，增加 0t值 

可能仍无法解决优化问题(16)的可行性问题．这时，可取 

K(k+1)=K( )． 

4 仿真应用(Simulation application) 

作为应用示例，考虑某不稳定反应器["]，其化 

学反应为 A— C，A D，即由组分 A生 

成主产品组分 和副产品组分D，以及由组分 继 

续反应生成副产品组分 C．假设反应器进料只含有 

组分 ，并由上游设备供给．因此，进料浓度和温度 

是变化的，可以看作系统的干扰．基于质量和能量守 

恒定律，建立该反应器的理想非线性模型，各物理参 

数取自文献[17]．在平衡点线性化、无量纲化和离散 

化(取采样周期0．1 min)得系统矩阵为 

厂 0．9739 —0．0942 —0．43787 

= i一0．0012 I．0321 0．1567 I， 

L一0．0162 0．0640 1．06481 

厂 0．0592 —0．00177 厂 0．0022] 

Bl=1 0 0．0006 l，B2=I一0．0008 1． 
L一0．0005 0．0082-1 L一0．0103-／ 

度的动力学方程)；控制输入“为无量纲化的反应器 

冷却量；干扰输入 W分别为无量纲化的进料浓度和 

约束为l“l≤1．解I．MI优化问题(7)得无约束时系 

数 口给出了输出能量的上界，根据控制性能要求取 

4．23，即取 口0=2．0的固定 H 控制器 (y ，P ，K ) 

图 1 满足定理1条件时的干扰抑制响应(物理量均已无量纲化) 

Fig．1 Di蚰叫kIIlce attenuation if conditions in Theorem 1 are satisfied(normalized variables) 

图1给出了固定H 控制器的仿真结果(．i}表示 采样时间，IJ 。IJ表示输出 l的范数)，其中进料浓 
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度和温度的随机变化符合零均值、均方根为0．025的 

正态分布，在时刻0，350和650分别有能量约为4．2 

的脉冲变化．因为满足定理1的条件，所以，固定H 

控制器保证满足时域约束，闭环系统内部稳定且具 

有 H 指标小于 y =0．6873的性能．图 1还给出了 

同样条件下滚动H 控制系统的仿真结果(图中没 

有给出y的曲线是因为其没有变化)．显然，在外部 

干扰较小时，无需调整性能要求，于是，滚动H 控 

制系统获得与固定H 控制系统相同的性能．图2给 

出了不满足定理 1干扰能量条件时的仿真结果 (k 

和 ll z，ll的含义同图1，y表示性能指标)，其中两 

O．5 

一 O．5 

睦I I 
— —

wl lI I 
— W2 I ! 

I 

I I } 

：i i I 
|I ! 

《 

． ． }1 

个干扰的能量分别为15．38和28．81．因此，固定H 

控制器已不能保证满足时域约束(从而失去了保证 

稳定性和性能)，这点可从图2右上图的虚线得到证 

实．但图中的实线显示滚动时域 H 控制系统的控 

制量始终保持在约束范围之内．图2的右下图还给 

出了每个采样时刻的y值．可见，在第一个干扰时， 

滚动时域H 控制器充分利用了有限的控制能力以 

提高性能；在第二个干扰时，系统适当降低了控制性 

能以满足时域约束；而当干扰减小后，系统又自动提 

高了控制性能要求，并调整到有约束时的最好性能 

(即 y=y )． 

1 2 

1．1 

1 

0．9 

0．8 

O．7 

’ 

： 
_ 

I ． ： 
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 

图2 不满足定理 1条件时的干扰抑制响应(物理量均已无量纲化) 

Fig．2 I)isalrbalr~attenllaliOll if conditions in Theorem 1 aI℃broken(nollllaliz~ variables) 

5 结论(Conclusion) 

本文讨论了存在控制量约束和输出量约束时线 

性系统的H 性能控制问题．首先在LMI优化和多 

目标控制框架下，利用状态椭圆域的概念给出了一 

个状态反馈解及相应的保证 H 性能的条件．在此 

基础上，融合预测控制的滚动优化原理，在每个采样 

时刻重复求解 LMI优化问题．通过对H 性能指标 

y的在线最小化，使得系统在其接近约束边界时，能 

主动降低性能要求(H 指标)以避免违背约束的情 

况发生；当系统远离约束边界时，能主动提高性能要 

求以获得好的控制性能．对某不稳定CSTR的仿真 

结果表明，所提出的算法能通过滚动优化在线协调 

控制性能要求和时域硬约束，充分利用有限的控制 

量提高控制性能． 

值得指出的是，通常预测控制在线重复求解的 

是一个开环优化问题，而本文重复求解的是一个无 

限时域闭环优化问题，且采用外部输入到控制输出 

的H 范数作为最小化的性能指标．这一点也有别 

于文献I-9]和[1O]采用线性二次型目标函数并且讨 

论的是稳定性问题没有涉及控制性能问题．但本文 

还没有从理论上讨论滚动时域闭环系统的保证H 

性能．回顾第2节的讨论，如果系统满足耗散不等式 

(6)，则令 (0)=0就可得系统的H 范数小于 y． 

因此，保证滚动时域闭环系统 H 性能的关键是在 

滚动优化过程中保持耗散不等式不变．这部分工作 

仍在进行之中． 
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