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摘要：描述互联网网站竞争系统的模型中，较为典型的是三网站Lotka-Volterra模型．已有文献通过大量的数值 

计算，发现该模型反映了强者胜弱者、弱者联合可胜强者等有趣的现象．但是，已有文献中的结论来自于大量的数 

值计算，它们未得到严格的证明，也不够完整．本文用微分方程定性理论的方法，对这类网站竞争模型进行了彻底 

的分析，不仅严格证明了已有文献中的经验性结论，而且给出了一系列新的网站获胜策略． 
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Qualitative analysis of a model for competitive web sites 
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(School ofMathematics andComputational Science，ZhongshanUniversity，6uangzhouGangdong 510275，China) 

Absl删 ：Among the models ofdescribing web sites’competition in the Intemet market，three dimensional Lotka-Voltenra 

model is the simplest to account at the same time for weak competition and strong competition．Unexpected strategies for sites tO 

win are defined by numerical integrations in a previous paper．However，these slrategies are not proven and not complete．In this 

paper，a complete analysis of the model is given and the known strategies are proven by the methods of qualitative analysis of 

differential equations．Rl州】en黼 ．a series of neW and interesting suategies for sites tO win are shown． 
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l 引言(Introduction) 

在互联网市场上，建立新网站需要一定的初始 

投人，而一旦网站建成，后续的投人相对于其广告收 

人而言，几乎可以忽略，如一张网页的制作成本就很 

低．因此，为争夺互联网市场潜在的巨额利润，不少 

新网站陆续建立．但是，据文献[1，2]中的有关统计 

资料，市场上极少数的网站占有着绝大部分的用户 

点击率，而大多数网站的点击率几近于零，即互联网 

市场存在霸主(Winner-Take—Al1)现象．这里，网站的 

用户点击率指单位时间内访问该网站的用户数．由 

于点击率与网站的广告收人密切相关，故点击率太 

低的网站难以在互联网市场生存．因此，对大多数网 

站而言，重要的是如何能在竞争激烈的市场上生存 

下来，即如何保证自己的点击率不趋于零． 

2000年，Adamic和 Huberman[3_引人 n维 Lotka- 

Volterra模型描述互联网网站竞争系统．对该模型的 

数值计算表明，当网站竞争激烈时，市场上必定出现 

霸主现象．2001年，Lopez等[ ]用与文献[3]相同的 

模型研究3个网站组成的竞争系统，数值计算表明， 

二个初始点击率较低的小网站能通过相互协作与点 

击率较高的大网站相抗衡．由此，文献[4]给出一系 

列有趣的小网站战胜大网站的策略．文献[4]中的模 

型如下： 

r i= l(b—bx1一tZI2X2一tZI3X3)， 

《 =X2(6一(22l l一如2一(223x3)， (1) 

L = 3(b一(231XI—tZ32X2一bxa)． 

其中：变量 为网站 的用户点击率，变量 ：= 

dx ／dt表示 i的变化率；参数 b为网站点击率的固 

有增长率，它反映了网站对用户的吸引力，b>O；参 

数 0 ( ≠ )表示网站 对网站i的竞争强度：0 越 

大，则因网站f的存在而导致网站i的用户流失数越 

大．假定网站间的相互作用具有对称性，即有 0 ，= 

，aij> 0． 

在模型(1)描述的3网站竞争系统中，如果网站 

与网站
． 
的竞争很激烈，即它们提供相同的服务， 
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则访问了网站． 的用户不会再去访问网站 i，同理， 

访问了网站 i的用户也不会再去访问网站 如果网 

站 i与网站 的竞争较为温和，即它们提供的服务具 

有一定的互补性，则访问了网站
． 

的用户，其中一部 

分会再去访问网站 i，同理，访问了网站 i的用户， 

其中一部分也会再去访问网站． 由文献[3]知，激 

烈的竞争将导致初始点击率较高的网站成为霸主， 

而其他网站灭绝．因此，初始点击率较低的小网站应 

采取恰当的策略，方能在市场上生存． 

定义 1【 J 称系统(1)中的网站 与网站 属强 

竞争，如果 n >b．称网站 i与网站． 属弱竞争，如 

果 n <b． 

定义2_4J 系统(1)中的强势网站是指在初始 

时刻点击率最高的网站，其他网站则称为弱势网站； 

称某网站为霸主，如果其他网站均灭绝，只有它 

独存． 

本文关心的问题是：在一个由3个网站组成的 

系统中，弱势网站应如何选择竞争策略，以求能在市 

场上持久生存．文献[4]通过对系统(1)的大量的数 

值计算，给出两个弱势网站相互弱竞争从而战胜强 

势网站的一系列策略，但其所得结论是经验性的，未 

得到严格的证明，也不够完整．本文用微分方程定性 

理论的方法，对系统(1)进行了彻底的分析，不仅严 

格证明了已有文献中的经验性结论，而且给出了一 

系列新的网站获胜策略． 

2 模型的可投影性(Projection of the mode1) 

由于三维空间中的定性研究比较困难，在本节 

利用系统(1)的可投影性，将其投影至二维平面，并 

对该平面系统进行初步的分析． 

因坐标平面为系统(1)的不变曲面，故本文以下 

均假设 l≥0， 2≥0， 3≥0，’并记 int ：{ = 

( l， 2，X3)： >0，1≤ i≤3}． 

引理 1【5】 系统(1)在 赃 ＼{0}中的轨线均收 

敛于一均衡子流形 ， 通过径向投影影射同胚于 

三  

单位单纯形△={( l， 2， 3)：∑ =1， ≥0，1 
i： l 

≤ i≤ 3． 

由引理 1知，系统(1)的解必收敛于一个二维子 

流形．进一步，有 

引理2 系统 (1)在 int磁 中的轨线，能通过 

径向投影影射投影到平面 1={ ∈int畦： 1= 

1}，投影后的系统为 

证 令 ( )： ，i=2，3，则系统(1)变为 
1 

dzi l(1)=~lZi( (alj-a~／)刁 ·· 1)) 2，3· 
其中n =b，Jl}∈{1，2，3}．作代换dr= ldt，再由 

=n ，得到系统(2)． 证毕． 

由引理 1与引理 2知，系统(1)的全局定性性态 

取决于系统(2)的全局定性性态，故以下考虑系统 

(2)．记直线 Zl：(b—n21)+(nl2一b) 2+(nl3一 

n23) 3=0，其斜率Jl}l=(b—a12)／(nl3一n23)；记 

直线 Z2：(b—nl3)+(nl2一n23) 2+(nl3一b) 3= 

0，其斜率 Jl}2=(n23一a12)／(nl3一b)；记直线Z： 3 

= 2+1．若 nl3一n23一b+nl2≠0，贝0直线 Z与Zl 

相交于 ( ， +1)，其中 =一(b—nl2+nl3一 

a23)／(a13一a23一b+a12)． 

系统 (2)可能的平衡点为 Ol(0，0)，P2(0，1)， 

P3(1，0)，P4(p4l，P42)，其中 

(b—a13)(b—a12一al3+n23) 
P _二_ ’ 

(b—a12)(b—a13+nl2一n23) 
p42= (b—n23)(b—n23+nl3一nl2)‘ 

为讨论系统(2)平衡点的局部稳定性，F面计算 

其在各平衡点处 Jacobi矩阵的特征根．系统(2)在 

Ol处的Jacobi矩阵的特征根为：b—nl2，b—nl3；在 

P2处的特征根为：一b+nl3，b+nl3一n23一nl2；在 

P3处的特征根为 一b+nl2，b—nl3一n23+nl2；在 

P4处的Jacobi矩阵为 

f(a12一b)P4l (a13一a23)P4l＼ 

＼(nl2一n23)P42 (nl3一b)P42／’ 

为分析系统(2)的全局定性性态，考虑其在无穷 

远处的平衡点．记 2=÷， 3= ，式(2)变为 1 Tt LOJ 

f dz=一z[(a12--6)+(6一 )z+(a13-a23)u]， 

【 du=u[(6一n )+( 一 )z+(n 一6)u]． 
(3) 

，  ．

2  
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其中dr：dt
。

．则 02(0，0)，Pl(0，1)为系统(3)的平 

衡点．02对应于系统(2)沿 2轴的无穷远点．系统 

(3)在 02处的Jacobi矩阵的特征根为 b—a12，b— 

a23；在 Pl处的特征根为 b—a12+a23一a13，a23一b． 

考虑系统(2)沿 3轴的无穷远点．令 3=÷， 
， ． f61 

2= ，式(2)变为 

f =一 (％一6)+(6一％)z+(口12一口 )Ⅱ]， 
1． 【 

= Ⅱ[(6一口 )+(％ 一 )z+ a 一6)Ⅱ]． 

(4) 

其中 dr：dt
．则 03(0，0)是系统 (4)的平衡点，对 

应于系统(2)沿 3轴的无穷远点．系统(4)在 03处 

的Jacobi矩阵的特征根为 b—al3，b—a23． 

3 主要结论及证明 (Main results and their 

proofs) 

本节分析系统(2)的全局定性性态，并将有关结 

论推广至更一般的情形，这些结论将在第4节中用 

于网站竞争策略分析． 

考虑由两个弱势网站与一个强势网站组成的竞 

争系统．分两种情形来考虑其竞争关系：一种是两个 

弱势网站之间为弱竞争，但它们与强势网站之间为 

强竞争；另一种是3个网站之间均为强竞争． 

首先考虑两个弱势网站之间为弱竞争，但它们 

与强势网站之间为强竞争的情形．设网站3为强势 

网站，有 

定理 1 设 al2<b，al3>a23>b． 

i)若 >1，则图 1(a)为系统(2)的全 

局定性图． 

ii)若 ≤ 1，则图 1(b)为系统(2)的全 

局定性图． 

O1 

03 

(a)，l与12相交的情形 

D2 

01 D2 

(b)ll与，2不相交的情形 

图 1 两个弱势网站之间弱竞争，但与强势网站 

进行强竞争时的全局定性图 
Fig．1 Dyn~ cs oftwo small eoll~ g sites competing 

strongly with the strong site 

证 i)由 >1知p>0，由系统(2)在 

平衡点处 Jacobi矩阵的特征根知，0l，02，P4为鞍 

点，P3，03为稳定结点，PI，P2为不稳定线 ．由kl> 

k2>1，知 丌l被 Zl和 Z2分为4个区域，见图l(a)． 

在 Z上，当0< 2<p时， >0， ；<0；当 

2>p时， <o <0， dx3
= 筹= >1． 

于是从 z出发的解当t一+∞时必趋于 P3．因此存 

在系统(2)的解，其初值 ( 2(0)， 3(0))满足 3(0)> 

2(0)+1，该解当t一+∞时，趋于P3．因此系统(2) 

的全局定性图如图 1(a)所示． 

ii)由 ≤1知P4硭丌1．由系统(2)在平 

衡点处Jacobi矩阵的特征根知，0l，02为鞍点，P3， 

03为稳定结点，P2为不稳定结点．当 <1 

时，Pl为鞍点．由文献[6]知当 ：1时，Pl 

为鞍结点，且当z>0，Ⅱ>0时，P1为鞍点．由0< 

kl<k2<1，知 丌l被 Zl和 Z2分为 3个区域，见 

图 1(b)． 

在z上， >0， ；>0， =暑<1．于是系 
统(2)的解 ( 2(t)， 3(t))，若满足 3(0)= 2(0)+ 

1，则必有 3(t)≤ 2(t)+1，其中 t>0．因此从 Z 

上出发的解当t一+∞时，必趋于 P ．事实上，设有 

系统(2)的解 (xo(t)，xo(t))，其初值满足xO(O)= 

2(0)+1，该解当t一+∞时趋于P1．因Pl为鞍 

点，系统(2)的任一解 ( 2(t)， 3(t))若初值满足 

3(0)= 2(0)+1及 2(0)> ；(0)，该解当 

￡一+∞时必趋于D ~0
。一

li
+

ra
。  

：

。一

li
+

m
。  

： 0． 
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故存在 T>0，使得当￡> 时， >2，这与当 

t>0时 3(t)≤ 2(t)+1矛盾．故存在系统(2)的 

解其初值满足X3(O)> 2(O)+1，该解当t一+∞时 

必趋于 P3． 

因此系统(2)的全局定性图如图 1(b)所示． 

证毕． 

推论 1 设 口l2<b，al3>a23>b，系统(2)的 

解若初值满足 2(O)+1≥X3(O)，该解当t一+∞ 

时，必趋于 P3．又存在系统(2)的解，其初值满足 

3(0)> 2(O)+1，该解当 t一+∞时趋于 P3． 

类似于定理 1的证明，有 

定理 2 设 口l2<b，al3=a23>b，则图 1(a) 

为系统(2)的全局定性图．若系统(2)解的初值满足 

2(0)+1≥X3(O)，则该解当 t一+∞时必趋于 P3． 

又存在系统(2)的解，其初值满足 X3(O)>X2(O)+ 

1，该解当t一+O0时趋于P3． 

考虑3个网站之间均为强竞争的情形．类似于 

定理 1的证明，有 

定理3 设 al2=al3=a23>b，则 P4为系统 

(2)的平衡点． 

i)若 2(O)<1，X3(O)<1，则初值为( 2(O)， 

X3(0))的系统(2>的解 ( 2(t)， 3(t))，当 t一+∞ 

时必趋于 01； 

ii)若 2(O)=1，X3(O)<1，则初值为( 2(O)， 

X3(0))的系统(2)的解，当 t一+∞时必趋于 P ． 

定理3表明，在等强度的强竞争中，强势网站将 

成为霸主． 

定理 4 设 a12≥ a13≥ a23>b，a12>a23． 

i)若 >1，则图2(a)为系统(2)的全局 
ul2 一 u23 

定性图； 

ii)若 i ≤1，则图2(b)为系统(2)的全 
局定性图． 

尸2 

O1 

03 

尸3 

(a)Ii与12相交的情形 

02 

尸2 

01 

03 

D2 

(b) Ii与，2不相交的情形 

图2 3个网站之间均为强竞争时的全局定性图 
Fig．2 Dynamics of three strongly corni cing~atcs 

考虑更一般的系统 

土  

：=X,i(b一∑ai~xj)，i=1，2，3． (5) 

其中： ≥0，b>0，a >0，i，．，=1，2，3． 

类似于定义 1，称网站 与网站．『属强竞争，如 

果 aO．> ；称网站 i与网站．『属弱竞争，如果aq< 

-  

完全类似于引理 1的证明，可证该系统在 

int 中的轨线，能通过径向投影影射投影到平面 

7rl：{ ∈int ： l=1}，投影后的系统为 

『 = 2[(all—a21)+(al2一a22)x2+(al3一a23) 3]， 

【 ；= 3[(all—a31)+(口l2一a32)x2+(al3一口33) 3]． 

(6) 

以下定理5与定理6的证明，完全类似于定理 1的 

证明，故只叙述结论．考虑两个弱势网站之间为弱竞 

争，但它们与强势网站之间为强竞争的情形．设网 

站 3为强势网站，有 

定理 5 设 aii< ，ai3>a33，a3i>aii，f≠．，， 

i， = 1，2． 

i)若 口·，<口 ， ≥ ，则系统 

(6)的全局定性图与图1(b)拓扑等价； 

ii)若口·，<口 ， ≥ ，则系统 

(6)的全局定性图与图1(a)拓扑等价； 

iii)若口·，≥口 ， > ，则系统 

(6)的全局定性图与图1(a)拓扑等价； 

iV)若 口·，>口 ， ≤ ，则系统 

(6)的全局定性图与图1(b)拓扑等价． 

考虑3个网站之间均为强竞争的情形，有 

定理 6 设 > ，i≠．『，i，．『=1，2，3． 

i)若 ％ > az3,a12≤ ≥ 
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L  
， 则系统(6)的全局定性图与图2(b)拓扑 

等价； 

若 a13> a23,a12≤ < 

L  
，则系统(6)的全局定性图与图2(a)拓扑 

等价； 

iii)右 口B>口∞，口l2>口22, =  < =  ’ 

则系统(6)的全局定性图与图2(a)拓扑等价； 

、  a31一 all a21 一 a 11 

iv)右 口B>口盈，口l2>口22, _二_ ≥ _二_ ’ 

≥ ，则系统(6)的全局定性图与图2 

(b)拓扑等价． 

注 l 由网站2与网站3的对称性知，定理6给出了3 

’网站之间为强竞争时系统(6)所有可能的轨线拓扑结构． 

4 网站竞争策略分析(Strategies for competi— 

five web sites) 

在本节，根据系统(2)的全局定性性态，以及系 

统(1)与系统(2)的影射关系，给出系统(1)中网站竞 

争策略的分析． 

系统(1)与系统(2)的解之间的关系如下：记z3= 

{1,2，3}为三元循环群．记 ( l(t)，X2(t)，X3(t))为 

系统(1)的解，其初值为 ( l(0)，X2(0)，X3(0))，则 

(Y2(t)，ys(t))=( ，署 )为系统(2)的解， 

其初值为(Y2(0),Y3(0))=(署 ，等 )．故 
l(0)+X2(0)<x3(0)当且仅当Y2(0)+1<Y3(0)． 

不等式 l(0)+X2(0)<x3(0)意味着网站 1与网站 

2的初值之和小于网站3的初值． 

若系 统 (2)的解 (y2(t)，Y3(t))= ( ， 

詈 )趋于Oi,则有 一li+m xj(t)=0， = +l， +2， 
lira f(t)=1，即网站 i为霸主，i， ∈ z3． 

若系统 (2)的解 (y2(t)，Y3(t))= ( ， 

)趋于 Pi,则有
。 

li
+ra (t)= 毒 ，-『= 

+1， +2，lira (t)=0，即网站 灭绝，网站 i+1， 

网站 +2获胜，i，，∈ Z3． 

由定理 1～4知，文献[4]中由数值计算得到的 

所有策略，均在本文得到严格证明，并在定理 5，6中 

推广至一般情形： 

1)定理 1，2讨论了两个弱势网站之间弱竞争， 

但与强势网站进行强竞争的情形．当两个弱势网站 

的初值之和小于强势网站时，弱势网站通过采取恰 

当策略能战胜强势网站； 

2)定理3，4讨论了3个网站之间均为强竞争 

的情形．定理3分析了等强度的3网站强竞争情形， 

结果显示强势网站获胜．定理4分析了非等强度的 

3网站强竞争情形，结果显示强势网站获胜概率较 

大，但并非总能获胜． 

由定理 1～6知，本文给出弱势网站获胜的新策 

略，给出文献[4]未能发现的强势网站获胜的策略， 

并将有关结论在定理 5，6中推广至一般情形： 

1)在两个弱势网站之间弱竞争，但与强势网站 

进行强竞争的情形，当两个弱势网站的初值之和不 

小于强势网站的初值时，定理 1，2表明强势网站灭 

绝，弱势网站获胜．文献[4]指出只有当弱势网站之 

间的竞争强度足够弱时，弱势网站方能获胜．由定理 

1，2知，这个条件可以不要． 

2)在两个弱势网站之间弱竞争，但与强势网站 

进行强竞争的情形，当两个弱势网站的初值之和小 

于强势网站的初值时，对已知的初值，定理 1，2给出 

了弱势网站获胜的策略选择范围；对已知的策略，定 

理1，2给出了弱势网站获胜的初值选择范围．文献 

[4]未能给出这些范围． ’ 

3)在两个弱势网站之间弱竞争，但与强势网站 

进行强竞争的情形，文献[4]发现难于给出强势网站 

获胜的策略，见文献[4]图5及其文字说明．本文定 

理 1，2则给出了强势网站获胜的策略，即只要下列 

条件之一成立即可(假定网站3为强势网站)： 

b)口l2<6，口l3>口 >6， >l， 3(0)> 

[(b—al3) l(0)+(al2一a为)x2(0)]／(b—al3)， 

x2(O)>P41 l(0)． 

4)在3个网站之间均为强竞争且竞争强度不 

相等的情形，文献[4]发现难于给出强势网站获胜的 

策略，见文献[4]图9及其文字说明．本文定理4则 

给出了强势网站获胜的策略，即只要它能恰当控制 

与不同弱势网站之间的竞争强度(假定网站3为强 

势网站)： 

a12≥ a13≥ a23> b，a12> az3， 

三_- >l， s(。)> (。)+ (。)． 
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(f)曲线(e)的数据处理 
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此外，由本文的分析知，文献[7]中的一个结论 

不正确．文献[7]讨论了类似于系统(1)的生态模型． 

由文献[7]知，若 b=1，口12<1，a21<1，a13>1， 

a31>1，a23>1，a32>1，则系统(1)存在正平衡点 

(见 Theorem 2．1(39))，lim (t)=0，而且或者 

lim 1(t)=1，或者 lim 2(t)=1(见 Theorem3．4 

(1))． 

由本文定理 1一ii)及定理 5，知该结论不正确．举 

例如下：设 b=1，a12=口21=0．9，a13=a31=1．3， 

a23=a32=1．1，则平衡点为 (一 5
， 

45
，磊)，它不是 

正平衡点；设 b=1，a12=a21<1，a13=a31>1， 

a23=a32>1，则lim x3(t)=0，但网站1或网站2 

均持久生存，不可能有网站1或网站2的灭绝． 
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