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摘要：基于比较原理 ，利用推广的向量 Hanalay微分不等式 ，Dini导数，结合 Green公式及不等式分析技术，研 

究几类变时滞分布参数控制系统所导出的滑动模运动方程的全局指数稳定性问题 ，在仅要求系数矩阵是个 M一矩 

阵的条件下，获得了几类滑动模运动方程全局指数稳定性的充分条件，建立了滑动模运动方程全局指数稳定性定 

理．推广和改进了前人的结论．并为研究时滞分布参数系统的变结构控制问题奠定了基础 ． 
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Global exponen廿aLl stability 

for distributed parameter systems with varying tJnle-delay 
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(1．Institute of System Engineering，South China University of Technology，Guangzhou Guangdong 510640，Chian； 

2．Department of Mathematics-Physics，Conoge of Hunan En gineering，Xiangtan Hunan 41 1 101，China) 

Abstract：Based on the comparison principle，the global exponential stability for a class of sliding mode equations rising in 

distributed parameter control system with varying time-delay is investigated by using general vector Hanalay’S differential in- 

equality，Dini’S derivative，Green formulation，and technique of inequality analysis．Under the conditions that the coefficient of 

distributed parameter system is an M—matrix，sufficient conditions are derived for global exponential stability for the sliding mode 

equations witIl varying time-delay and several theorems of the global exponential stability for the sliding mode equations are es- 

tablished．It is shown that the estimates obtained from the Hanalay-type ineq ualities improve the estimates obtained from Lya— 

punov methods．Some previous works are improved．The results on the global exponential stability of the distributed parameter 

control systems witIl varying time-de lay provide the theoretical foundation for the variable structure control problem of the dis— 

tributed parameter systems ． 

Key words：distributed parameter；global exponential stability；varying time—delay；vector Hanalay inequality；Dini’S 

derivafive 

1 引言(Introduction) 

对时滞系统的控制研究一直是近年来控制领域 

的研究热点之一【卜 J．但对时滞分布参数系统的研 

究成果却不多_1．5～10]．尽管 自 1987年 Oflov等⋯1提 

出热加工过程中的抛物型系统的控制模型，并设计 

了变结构控制以来，关于分布参数系统变结构的控 

制的研究获得了长足发展【 。。．目前利用变结构控 

制方法研究分布参数系统的控制主要采用两种数学 

工具，一种是利用半群理论【1,6- ，另一种是利用状 

态函数[5,9,10J．在变结构控制的研究中要解决的关 

键问题之一是如何建立滑动模运动方程以及做出它 

的稳定性分析．尽作者所知，目前对时滞分布参数系 

统建立的滑动模运动方程，研究其稳定性分析的方 

法，主要采用辅助函数法E9 J与状态函数法_l。。．这些 

方法都是采用矩阵范数的特征值作为稳定性条件的 

判据．由此所获得的稳定性判别条件在实际应用中 

不易检验．基于此，本文拟采用一种全新的方法—— 

推广的向量 Hanalay[11]不等式结合 Green公式，在仅 

要求分布参数系统本身所固有的参数满足是一个 

M．矩阵【12]的条件下得出其指数稳定性的判据． 

2 问题的描述(System description) 

考虑下列具多个变时滞的分布参数系统 
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Ow ( ，t) 
—  一  

。害 
∑∑口； ( ，f--Z"k(f))+∑b ( ，f)，i=1,2，⋯ 
k=1 J=1 J=1 

(1) 

写成矩阵形式即为 

0 g／
= DZ~g／( ，f)+ 。 ( ，f)+ 

A ( ，t—r (t))+Bu( ，t)． (2) 

其中：( ，t)E X R+，这里时滞 (t)是区间R+： 

[0，+∞)上的连续有界函数，满足0≤ r ≤r； 为 
一 正整数，D >0和 r≥0都是常数；Ao=(0 )， 

A =(口：)( =1，2，⋯，z)，B=(b )是具有相应 

阶的常数矩阵；且矩阵 是列满秩 的， ： { ， 

I1<z<+∞}c R 是具有光滑边界a 的有界区 

域，状态函数 ( ，t)=col(加l( ，t)，加2( ，t)，⋯， 

Wn(x,t))E ，△= 为 ~J Laplace扩散 

算子．其初边值条件满足 

( ，t)=0，( ，t)E an×[一r，+∞)， (3) 

( ，t)= ( ，t)，( ，t)E X[一r，0]，(4) 

： 0，( )E a ×[一r，+ ．(5) 

凡是 a 的单位外法向量， ( ，t)是适 当光滑的 

函数． 

3 定义和引理(Definitions and lemmas) 

为了叙述方便，先引进一些记号和说明：A≥ 

(A<B)表示矩阵 A和 的对应元素满足不等式 
“

≥”(“<”)；若 A≥0，则称 A为非负矩阵．不失一 

般性，本文总假定方程(1)的平衡点为零点，否则， 

本文总可以通过适当的变换使方程的平衡点为零 

点．记 一模为 

l1 (f)l1 2=(1 1 ( ，t)1 dx)lJ2． 

其中 f ( ，t)1表示向量 ( ，t)的Eucild模，并 

称为 E一模．记 ￡2(n)是 n上的实可测函数空间且 

对于 ￡2一构成一个 Banach空间．记 

p (t)= sup Pi(t+s)，i=1，2，⋯ ，n， 
一 r≤ s≤0 

P =eol(p~(t)，p (t)，⋯ ， (t))， 

ll竹(f) ：sup ll竹(s)ll2， =1，2，⋯，n， 
一 r≤s≤0 

II - ：( ( 1／2， 
J=1 

(P。) ：col(1l P ll P! ·· )， 

ll P = sup (t+s)ll2， 
一

f≤ s≤ U 

A=(0 )，A =(1 0 l)=(0 )，0 =l 0 l． 

定义 1 若存在正数 和 ，使得 

l1 (t)l1 2≤Me ‘，( ，t)E n X R， (6) 

则称边值问题(2)～(5)的平衡点是 ￡ 一指数渐近稳 

定的，简称系统(2)是 ￡ 一指数渐近稳定的． 

定义 2⋯ 令 C= C([t—r，t]，R )，f≥0， 

F(t， ，Y)∈ C(R+X R × C，R )，F(t， ，Y)= 

eol(A(t， ，，，)，⋯， (t， ，y))称为 一函数，若 

C1)V t E R+， ∈R ，，，(̈ ，，，( E C，则 F(t， 

，Y‘ ’)≤ F(t， ，Y‘ )，对于 Y‘ ’≤Y‘ ．其中 Y‘ ’ 

=col(y{̈，⋯，y0’)，)，‘ =col(y{ ，⋯，y )； 
C2)V t，Y∈ C，V ( ’≤ ‘ ，但对某些 i，有 

=  ，则对这些 i有 

(t，  ̈，Y)≤ (t， ‘ ，Y)． 

引理 1 假设向量函数 

(t)=col( l(t)，⋯ ， (t))， 

Y(t)=col(Yl(t)，⋯ ，Yn(t))， 

Y ：： sup Y(t+s)=col(Yl(s)，⋯，Y (s))， 

)， (t+s)= sup Y (t+s)，i=1，⋯ ，n 

满足下列条件： 

L1) (t)<Y(t)，t∈ [to—r，to]； 

L2)D ，，(t)> F(t，y(t)，y (t))，t≥ t0≥0， 

D (t)≤ F(t， (t)， (t))，t≥ to≥0，则 

(t)< Y(t)，t≥ to． (7) 

其中 F(t， ，Y)= eol(A(t， ，Y)，⋯， (t， ，Y)) 

是 一函数． 

4 滑动模运动方程的建立(Construction of 

sliding mode motion equations) 

根据已知条件，可设 det( 2)≠0，其中 B ： 

c0l( l， 2)， l∈R‘ 一 ’ ， 2∈R ．对系统(2) 

作非奇异线性变换 TP( ，t)= ( ，t)，其中 

：  

记 r0(t)=0，于是系统(2)转化为 

Op
=西△P(x,t)+薹 kP f f)) (X,t)． 

(8) 

+ 

／ 

0 一V 
0 ∑ 

+ 

凡 

= 

C 
+ 

= f 

= + 
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式中： ： T～DT=DT～T= D，B = T～B ： 

col(O，B2)， ： T一 A (k=0，1，2，⋯，n)． 

记 

式中矩阵 At ∈ R( 一 ) ( 一⋯，At2∈ R‘ 一 ) ， 

At1∈R ( 一 )，A ∈R ，k=0，1，2，⋯，n．这 

样系统(8)可改写为 

『 _DAP1 毒[At1 P1(x,t-vk㈩)+ 
l At2P2( ，￡一 (￡))]， ． 

1 -DAP2(x,t)+ k
= O

[At。 ㈩ )+ 

l Ak22P2( ，t—r (t))]+B2u( ，t)． 

(9) 

设切换函数为 

S( ，t)： C1P1( ，t)+C2P2( ，t)． (10) 

式中 C1∈R ( ⋯，C2∈R 为待定矩阵．于是， 

切换面为 

So={(P1，P2)T l C1P1+GP2：o1． (11) 

现在取 C2可逆，则切换面 So上有 P2=一C C1P1， 

代入式(9)的第一式，得到滑动模运动方程 

： DAPl( ，￡)+GPl(x,t)+ 

∑Hkp1( ，t—rk(￡))． (12) 

其中：G=ao1一aoc主 C1， =At1一At2G C1= 

( ；)，k=1，2，⋯，n． 

5 滑动模运 动方程 的指 数渐近 稳定性 

(Global exponential stability of sliding mode 

motion equations) 

定理1若M：一( + ，+∑Ⅳ )是一个 

M一矩阵(M一矩阵的定义见文献[11])，则滑动模运 

动方程(12)的平衡点是 ：一全局指数稳定的．其中 

-c=c雷 ，季 ={。gi，i’ 三；： 
= c客 ，季 ={ ： ， ； 

证 方程(12)可写成 

= 。 

／=1 

2 1

+ 

n - m  

∑∑ I ,，l(x，￡一 (￡))． (13) 

吉 j．n(p ) d = 

妥。  ̈
j )g 舢 + 

∑∑I k 1i( )p ( 一 (￡))d ．(14) 
= 1 i=1  ̂

利用边界条件和 Green公式，有 

j． 一 

j． ( ， )V·( ) d = 
一  ( 

其中V=(蠹，麦，⋯，毫)是梯度算子．并且 

( = 
f 3p ( ，t)3p ( ，t) 3p ( ，t)＼ 
＼ 3xl ’ 3x2 ’ ’ 3xd ，『． 

因为根据文献[14]的引理 3可知， II p~ll = 

D+ P圳 ．从而，由式(14)，(15)和Schwarz不等式得 
D P = 

一  ¨ 2 l：2+ 

2 j ) -1( )d + 

j ) k 1一( d ≤ 

2 p +2 

n

∑-m雷圳p ． ll：+ 

2 ∑n-m l ；1．1i p ． (16) 
= 1 i=1 

即 

D+ll P圳≤ 

gii ：+∑n-m雪圳p
，

1 11：+ t∑t-m l ；1．II p~ll；
， 

(17) 

因为 M ：一( + ++ Ⅳ )是一个 M一矩阵，所 

以存在 )，=col()，1，)，2，⋯，)， 一 )>0，0>0使得 

(_G+ ++ Ⅳ ))，<一0． (18) 
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选取 0< 《 1，使得 

6'7+( y+ +y+∑ ye曲)<0．(19) 

令 t∈ [一r，0]，选取 R》 1，使得 

RTe曲 > 
，其中 ：col(1，1，⋯，1) (20) 

对任意的 ￡>0，令 

g(￡)： (II (0) +￡)7e～，t≥0，(21) 

直接由式(19)～(21)得 

D q(t)= 

一 6"rR( (0) j+￡)e一乩 > 

(Gr+ +y+∑ ye曲) (II (0)II j+￡)e一 ： 
k=1 

(_G+ )g(￡) (∑ )(II (0) j+z)7e- (t—r)≥ 

( + )g(￡)+(∑ )gr(￡)：： 
k=l 

F(t，q(t)，q (t))，t>0． (22) 

其中 gr(t)= sup (1I (0) +￡)ye-~( )． 

容易验证 F(t， ，Y)是 一函数．另一方面，由 

式(20) 

f II pi(￡)lI ≤II (￡) ≤II (0)II j≤ 

1 RriII (0)Il e一乩< (II (0) +￡)e一：qi(￡)， 
L i= 1，2，⋯ ， — m，一 r≤ t≤ 0， 

(23) 

即 

(P1) <q(t)，一r≤ t≤ 0． (24) 

由式(17)得 

D (P1) ≤ 

( + )(P1) +∑((P1) )r： 
k=l 

F(t，(P1) ，((P1) ) )，t≥ 0． (25) 

由引理 1得 

(P1) < g(t)，t≥ 0． (26) 

令 ￡一 0 ，则 

(P1) ≤R7 (0)I e～，t≥0， (27) 

因此，由式(27)知 

l1 P ll ：(∑l1 p川 ) 尼≤ 
J=l 

R l y I·lI e。。。。=Me一乩一0，当t一 ∞时． 

(28) 

注1文献[9]在址 一[2G+( II一 )，】< 

0，且 一了m—z max川 >0的条件下得出滑动模运动方 

程(12)的平衡点是 W ( )一指数稳定的．显然，本文的结论 

比该结论容易检验． 

根据 一矩阵的性质，很容易得出以下的推论： 

推论 1 假设下列条件之一成立，则滑动模运 

动方程(12)的平衡点是 ￡2一全局指数稳定的． 

1)一g > 1∑ (富 +∑ 1)， l，2， 

2)
。 

(雪 + )< 1； 

3)ID(Q)<1(ID(Q)是矩阵 P的谱半径)，其中 

Q ： (qij)( 一 ) ( 一 )，q =0，q = m ／m ．其 中 

M：一 — +一∑ 满足mii>0， <0． 

考虑下列系统 

!c) 
at 

／=l )+ 
∑。 ( ，￡)∑∑。 ( ，￡一r (￡))+ 

∑b~juj( ，￡)，i：1，2，⋯， ． (29) 

通过与方程(1)类似的变换 ，本文建立相应的滑动模 

方程为 

= 妻
／=l )+ n-m 

∑ ∑ k 1 ，￡一r (￡))． (3o) 

其中： =( “)，且西：T-]DT；D：(dit)，dⅡ≥0． 

则与定理 1证明类似地，有 

定理2 若 M：(m )n-mx 一 是一个M一矩阵， 

则滑动模运动方程(30)的平衡点是 L2-全局指数稳 

定的．其中 

卜 一∑ I hI l，i：J， f一富 一 ：l， = ， 
m  = { 

【一岔 一∑ l h；I， ≠ ． 

同样地，有以下推论 

推论 2 若推论 1的条件成立，则滑动模运动 

方程(30)的平衡点是 一全局指数稳定的．对于系统 

(1)，当D =0时，则该系统转化为变时滞线l生系统 

)+耋 (￡一 ))+ c)． 
(31) 
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与方程(2)类似地建立滑动模方程为 

= GPl(t + ． 

(32) 

其中 G和 与方程(12)的 G和 定义相同．则有 

推论3假设M：一( + ++∑ )是一个 

M一矩阵，则系统(32)的平衡点关于 E一模是全局指 

数稳定的． 

证 系统(32)重写为 

』 = n-m g )+ 一 ， 
I ：1

，2，⋯ ，n 一 ，n． 

(33) 

对式(33)直接计算上右导数得 

JP (￡)}+∑ (￡)} ， 
k：l 

(34) 

类似于定理 1，可得 

l Pl(t)l≤ R I y I·I I e ， 

即系统(32)的平衡点关于 E一模是全局指数稳定的． 

6 小结(Conclusion) 

本文利用推广的 Hanalay微分不等式结合 Dini 

导数以及向量函数等知识研究几类由变时滞分布系 

统所导出的滑动模运动方程的关于 ￡ 一模全局指数 

稳定性问题．该方法克服了构造 Lyapunov函数上的 

困难，同时克服了利用Lyapunov方法时对Lyapunov 

函数求导带来大量交错项处理的麻烦．在仅要求系 

统参数矩阵是一个 一矩阵的前提下，获得了滑动 

模运动方程的关于 一模全局指数稳定性．为进一 

步研究变结构控制器的设计和对系统运动轨线 

P( ，t)到达滑动模态区 s。上的时间估计奠定了基 

础．此外，本文的结果推广与改进了文献[9，10]的相 

关结论，并且大大地简化了全局指数稳定性的判定 

准则，为实际应用提供了切实可行的判别依据． 
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