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摘要：研究了由积分偏微分方程描述的年龄相关的种群空间扩散系统的收获控制问题．首先利用不动点方法 

证明了对于有界死亡率 的系统广义解的存在性 ，但这是预备的结果．进一步，运用上述结果、先验估计和紧性定 

理，证明了对于在 r：A附近无界的 的系统解的存在惟一性 ．其次，利用类似方法得到系统最优收获控制的存在 

性．最后 ，利用 G~teax微分和 Lions的变分不等式理论，推得了控制为最优的必要条件；从而得到了由积分偏微分方 

程和变分不等式构成的最优性组 ．最优性组能够确定最优控制．还建立了表征最优控制的 Euler-Lagrange组 ．这些结 

果可为种群系统控制问题的实际研究作为理论参考． 
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Abstract：The optimal harvesting control problem for the age—dependent population spatial diffusion system represented by 

integral partial differential equations is discussed．Frtrst，using a fixed-point method，the existence of the generalized solution for 

the system isprovedforthe bounded relativemortality ；yetitis apreliminaryresult．Further，by utilisingthe preceedingresult， 

prior estimates and compactness theorem ，the existence an d uniqueness of the generalized solution for the system is proved  for 

unbounded near r= A．Next，by usinganalogous methods，the existence ofthe optimal harvesting controlforthe system is ob— 

tained ．Finally，the necessary conditionfor a controlto be optimalis deduced ，usingG~teaxdifferentiation andLions’Stheory of 

variational inequalities；an d then the optimal system consisting of integral partial differential eq ua tions an d variational ineq ualities 

is obtained ．Th e optimal system Can determine optimal controls．An Euler-Lagrange system characterized optimal control is also 

estabfished．Th ese results may serve as theoretical reference for practical researches ofthe control problem in population systems． 

Key words：age·-dependent population spatial diffusion system；generalized solution for integral partial differential equa·- 

flops；optimal harvesting control；necessary conditions of optimal control；optimality system 

1 问题的陈述(Statement of problem) 

考虑下面年龄相关的时变种群扩散系统 S的 

数学模型[1，2] 

+ 

3p
— kAp + = 

一 V(r，t， )P在 Q=@X 内， (1) 
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p(0，￡， )=I (r，￡， )P(r，￡， )dr 

在 n =(O，T)x n内， (2) 

P(r，O，X)=P0(r， )在 nA=(O，A)X n内，(3) 

P(r，t， )=O在 =@ X an上 ． (4) 

其 中：P(r，t， )是在时刻t年龄为r于空间位置 
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∈n处的单种群年龄一空间密度；n为 蕊 (1≤N 

≤3)中具有边界 的有界区域；A是 力 上的 

Laplace算子； (r，t， )和 (r，t， )是种群的生育 

率和死亡率， (r，t， )是收获率；常数 k>0是种 

群的空间扩散系数；T是某个固定的时刻，0< T 

<+∞，@ =(0，A)×(0，T)，式(4)表示区域 n的 

边界 a力为非常不适宜于种群生存的；P0(r， )是 

种群于时 刻 t：0的年龄一空间密度的初始分布； 
r r r 

显然，量 P(r，t)=I I P(口，t， )dxda是n上时刻 

t年龄不超过r岁的种群总数；A是种群个体所能活 

到的最高年龄，0<A <+∞；由种群的实际意义， 

有 

P(r，t， )=0，当 r≥A时． (5) 

本文始终假设下面的条件成立： 

H1)在 [0，A)×[0，T]× 上的连续函数 (r， 

rA 

￡，x)满足 (r，￡， )≥0在 Q内，I (r，￡，x)dr 
U 

=+∞在 nr内； 

H2)卢∈L (Q)，0≤卢(r，t，x)≤卢<+∞a．e． 

于 Q内； 

H3)J』：p；(r， )dr≤c<+∞在n中， 
【po(r， )E L2( )，Po r， )≥0 a-e．于 内； 

H4)常数 k≥ k0>0，an充分光滑． 

式(5)与条件 H )是等价的．关于收获率 ，假 

定它属于下面的容许控制集合 彩： 

彩 ={ 1 ∈L (Q)，o< o≤ (r，t， )≤ 

7 <+∞ a．e．于 Q内}． (6) 

系统 s的解p(r，t， )依赖于 ．因此将 p表示为 

p(r，t， ； )或 p( )，即 

p( )； p(r，t， ； )． (7) 

可以证明：p( )关于 是非线性的，但是连续 

的|2J2．引进性能指标泛函 J( )： 
r 

．，( )=I (r，t， )p(r，t， ； )dQ，dQ=drdtdx． 
U 

(8) 

最优收获控制问题是 

寻求满足等式 I，(／t)：supJ( )的 ／t∈ ．(9) 
∈ 彩 

式(9)中的 ／t E彩称为系统 的最优收获控制，以 

下简称为最优控制，而 P(r，t， ；／t)称为系统 S的 

最优状态，依式(7)简记 P(r，t， ；u)：P(u)．方程 

(1)～(4)，性能指标泛函(8)和极大化问题(9)就构 

成了年龄相关的时变种群扩散系统最优控制的数学 

模型． 

本文将运用 Lions变分不等式理论解决系统 s 

在 满足假设 H】)即 在 (0，A)上无界的条件下解 

的存在惟一性和最优收获控制这两个新问题．而该 

问题的特殊情形被一些学者所讨论过l ． 

2 解的存在惟一性(Existence and uniqueness 

of solution) 

系统 S的状态是由积分一偏微分方程初边值问 

题(1)～(4)的解 p( )来描述的，它的存在惟一性是 

讨论系统 S最优控制的基础．引进一些函数空间和 

记号：设 (n)是 n上 的一阶 Sobolev空间【”]， 

肼(n)由 H (力)中的具有下面性质的元素 ( ) 

组成，即 ( )I an=0；又设 V=L (@；日6(n))，V 

的对 偶 ： L (@；H (n))， (n)的 对 偶 

(日6(n)) ：日一 (n)，Op：p，+p ： Op+ Op
． 

定义 l[ ， ， ] 称函数 p∈ v，Op∈ 为问题 

(1) (4)的广义解，若 p满足积分恒等式 

j (Dp+,up， )drdt+ j。V p’V dQ= 
一 I ，V ， (10) 

I 

,yP9

，

d

￡

Q

， ) 

E

：

V

pq~(O dtdx 

L [』= dr] (O,t,X)df V E ，⋯) 

I p9(r，o， )drdx= 

I o(r， ) (r，0，x)drdx，V E ． (12) 

其中(·，·)表示 (H1(n)) ；日 (n)与 础(n)之 

间的对偶积，检验函数空间 由下式定义： 

= { 1 ∈ V，D ∈ ， 

(A，t， )= (r，T， )=0}． (13) 

由下面的引理 1可见，恒等式(10)～(12)中的 

各个积分是有意义的，因而定义 1是合理的．先引用 

或证明几个引理和几个定理． 

引理 l【 ] 设 P E V，Op E ，则有 

P E co([o，A]；L2(g2r))，P E C0([0，T]； ( ))． 

(14) 

式(14)蕴涵下面的事实： 

’

，

，

．

’

))，’ ’． L ~ (g2r)P 0 P T E L ， 【(·，，·)，(·，，·) ( )． 
定义 2 空间 (a，b；B，E)表示 P∈ L (a， 
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b； )且 J
一

_p E ，J (口
，b； )的元素的集合，其范数定 

义为 

li p“ ：㈣ 川 2 
运用文献[18](命题 4．2，PP．60—61)，可以证明 

下面的定理 l： 

定理 1 设 (0， ；L2(O，A；础(n))，L2(O， 

A；H一(n)))是P E L2(O， ；L2(O，A；础(n)))且 

E L2(0，；L2(0， ；HL 0 T L 0 A H一 (n)))的元素的集合，则 ，； ， ； (n)))的兀素的集合，则 

从 (0， ；，J (0，A；嘲(力))，L (0，A； 一(力)))到 

L (9)的线性映射是紧的． 

为了讨论问题(1)～(4)中的P，进行未知函数 P 

的变换是方便的．设 >0是足够大的数，若 P是问 

题(1)～(4)的解，则 g=e fp为问题(1)～(4)由 

+ 代替 后的解．反之亦然．往下将 g仍然表示 

为 P，而把方程(1)中的 用 + 代替，把它记作 

方程 (1 )． 

假定函数 m(r，t， )满足条件 

『m(r，t， )在[0，A]×[0，T]× 上连续， 

【0≤ m(r，t， )≤ rn<+∞在 Q上， 

(16) 

令 m+ + = 1，则 1在[0，A]上有界，由文献 

[12]可以推得下面引理 2． 

引理 2 设 P0满足条件 H3)，B E L (n )，m 

满足式(16)， >0充分大，则存在惟一的函数 P E 

且 ∈ ，P满足方程和初边值条件 

P，+P 一kAp+(m+ )P=一vp在 Q内， 

(17) 

P(r，0， )=P0(r， )，p(O，t， )=B(t， )， 

(18) 

而且有估计 

a 1 ≤ llp0 ( )+ 1 II曰 
． (19) 

其中常数 a=a1·mesO >0，a1=min{ 0，y0+A}． 

定理 2 设 ，P0， ，m和 分别满足条件H2)～ 

H4)，式(16)和(6)以及 >0足够大，则问题 

P +P 一kAp+(m+ )P=一vp在 Q内，(2O) 

P(0，￡， )=l (r，￡， )P(r，￡， )dr在n 内， 

P(r，0， )：P0(r， )在 nA内， 

P(r，t， )=0在 上 

(21) 

(22) 

(23) 

存在惟一的广义解 P E V，Dp E ． 

证 用不动点方法证明之．由引理 2，对于 中 

任一给定的加，存在惟一的P=Fw，印 E ，P是 
rA 

问题(20)，(22)，(23)和 P(0，t， )= I (r，t， 

)加(r，t， )dr的解．由此及式(18)，(19)和 H~51der 

不等式推得 

IIPII 2J≤C2IIPo 2 2(n
．

)+C3II加II (Q)≤ 

C IIPoII ：(n
．

)+C3II加II ． (24) 

其中常数 C2=1／2a>0，C3=C1／2a，C1= ．由 

式(24)推得 F映射 到它 自身，且是连续的，从 

L (p)到 是有界的． 

设 加 和 加2是 L (Q)中的任意两个元素，置 

P1=Fw1，P2=Fw2，加 = 1一加2，贝0差 P=P1一 

P2是方程(2O)带条件 

．  r 

J p(o’f， )=j ( ， )加( ， )dr在n 内， 
【P(r，0， )=0在 n4内 

(25) 

的解．对方程(2o)的相应积分恒等式分部积分，注意 

到条件(25)并运用 HNder不等式，能够推得 

一 z Q ≤ 加 一 加z Q) 

此式意味着 F在L (p)中是严格压缩的．由压缩映 

象原理，F在L (9)中存在惟一的不动点 P．这个P 

∈ L (9)是式(2O)～(23)的弱解 ．但是从估计式 

(24)和 =P有不动点P，也就是式(24)中第一个 

不等号右边的第二项 C3II加II z(Q)变为 C3IIPII z(Q)． 

这样，推得 IIPI1 ≤C2IIP0II 2 2(n
．

)+C3IIPII z(Q)．由 

此可见，刚才求出的问题(20)～(23)的 ，J 一解P，也 

是 解 P． 证毕 ． 

定理 3 设 ， ，Po， 和 分别满足条件H】)～ 

H4)和式(6)．则问题(1)～(4)在 中存在惟一的广 

义解P E V， E V ，即P满足积分恒等式(1O)～ 

(12)． 

证 1)证明存在性 ．条件 H )与解 P满足P(A， 

t， )=0是等价的．条件 H )没有假定 在 r=A 

的左侧是有界的，甚至可以是急增的．回忆前面定理 

1后面叙述所作的变换 g=e fp，g仍然记作P，其 

中正数 >0是足够大的．这时，方程(1)变为 

P +P￡一kAp+( + )P=一vp在 Q内 ， 

(1 ) 

而条件(2)～(4)形式保持原样．显然，若问题(1 )， 
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(2)～(4)于 中存在惟一解，则问题(1)～(4)也同 

样于 中存在惟一解．取一个序列 { }，使得：对 n 

： 1，2，⋯ ， 

(r，t， )= 

(r，￡， )在 Q =(O，A一-
凡

-1)×(O
， )× 内， 

∈ L (Q)． 

(26) 

式(26)表示 的 是存 在 的，例如：设 ％(r)是 

[0，A]的连续函数，使得 

0≤ (r)≤ 1在[O，A]上， 

(r)=1在[0，／I一 ]上， (27) 

㈩ =o在[A一 ，a l上． 

因而有 

(r，t， )= (r，t， ) (r)= 

r (r，t， )在 Q 上 ， 

{ (r，￡， ) (r)在Q +l＼Q 上， (28) 
【O在 Q＼ +l上． 

由式(27)，(28)定义的 (r，￡， )显然符合(26)的 

要求．以后假定 (r，t， )是由式 (27)，(28)给 

定的． 

由 (r，t， )在 上的连续有界性，依据定理 

2，对每个 凡存在属于 的惟一的p(r，t， ；／Ln)，记 

作 P ，P 是下面问题(29)～(32)的广义解： 

Opn
+卺一kAp +( + + ) =o在Q内， 

(29) 
rA 

Pn(o，￡， )=1 (r，￡， )P (r，￡，x)dr在 内， J n 

(30) 

P (r，0， )=Po(r， )在 A内， (31) 

P (r，￡， )=0在 上． (32) 

用 P 乘方程(29)，并在 上积分，对所得的积分恒 

等式中有关考 +考 的项分部积分，关于k2xp 
的项利用 G 公式作变形，并注意到式 (30)和 

p (A，t， )≥0，就得到 

l 

n 

pn(￡)l +口2llPn(￡)ll + 

( + + )P (t)drdx≤ 

Ll『： r】 (33) 

其中：常数 a2>0只与 有关，模 I·I(相应地模 

lI-II)表示空间 。( )(相应地 L (0，A；Ⅳ6(n))) 

的范数．对式(33)在区间 (0，t)上关于 t积分，记 

= (0，t))=( ，Ql： (0，A)× ，并注意到式 

(31)，得到 

fPn(￡)f +口2 Pn(r)f1 2ar+ 

2j。( n+ + )p (r)drdrd ≤ 

L( ( ， )dr) +lf p 0l 
(34) 

运用 H61der不等式 ，估计上式不等号右边第一项， 

并合并同类项，然后对所得式子在 (0，T)上对 t积 

分，得到j。[1+2 ( n+ + —C4)] dQ+ 
a2 ffP ≤ flipo ( ，其中常数 C4= ／2． 

由于 ≥)，o， ≥0，T>0，口2>0，常数 C4>0以 

及选取 >0足够大，例如 >C ，所以从上式就 

推得 

序列 {P }分别在 L (Q)和 中一致有界． 

(35) 

由式(35)推得：存在 中的P和 {P }的一个子序 

列，仍然记作 {P }，使得：当 凡一+∞时， 

P 一 P在 V中弱，P∈ V和 一 P在L。(Q)中弱． 

(36) 

△是从 一 的有界线性算子．因此 Ap 在 

中是一致有界的．从方程 (29)和(35)推断出：序列 

{! +! +( + + ) }依 的范数是一致 + + 
n + + }愀 明 池 致 足 一 毁  

有界的．从而推出：存在 h∈ ，且当 凡一+∞时， 

+卺+( + + ) 一h在 中弱，h∈ ． 
(37) 

逐次考察式(37)左边各项的收敛情况：对任意 

给定的 ∈ (Q)，其中 

(Q)={ I 在Q上无限次可微并且有紧的支集， 

还赋予导出极限拓扑}[”]． 

显然有 ， ∈ Q)，而且 Q)c V： ．由 
0 t 0 T 

广义导数的定义和式(36)可得 ：当 凡一+∞时， 

j dQ= 
一 L 枷一一 》 
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j。 dQ，V ∈ (Q)． (38) 
由于 (Q)在 中稠，因此 

{ P P 主P 兰P V：． 【而且，， 均存在，且，， ∈ ． 
从而 { }，{ }分别地在 中一致有界．由此和 

式(35)以及紧性定理 l推得 

P 一 P在L (Q)中强，当 n一+∞时．(4o) 

依式(6)及常数 >0，从式(4o)有：当 n一+∞时， 

f fQ( + Q—jQ( + dQ，(41) 
【V ∈ 

， ( + )p∈ ． 

考察式(37)中的剩下的项 p ，有：当 n一 

+∞ 时 ， 

j npn dQ—j dQ，V E (Q)·(42) 
事实上 

j npn+dQ 

j n(pn—p)~dQ+Jg~p~aQ=， +， · 
’ 

(43) 

由广义积分概念和 的定义(27)，(28)，并令 

An=A一 ，则有 

lim， =lim l pq~dQ= 
n— ∞ n—’∞ J，， 

J。 叫n aQ J dQ，V ∈ (Q)， 
(44) 

lim ： 

lim I (p 一P)+dQ=0，V ∈ (Q)． (45) — ∞√，， 

这是因为由 的定义(27)，(28)和 ∈ (Q)以及 

suppq~定义，函数 在qo兰supp~(c c q)上是 

一 致有界 的，即 l l≤ M <+ ∞，而在 
(Q＼supp~)上为零 ．由此及式(40)有：当 n一+∞ 

时， 

l， l=l JQ( n )(pn—p)dQ l= 

【』．Q0c c 一p dQ I+I 、Q。c c 一p dQ I≤ 
M(mesQ) l【P 一P p)+0—0， 

即式(45)成立．由式(43)～(45)推得式(42)成立．由 

(Q)在 中稠，式(42)对任意的 ∈ V也成立． 

由式(39)，(41)和 (42)，就推得 ：当 n一 + ∞ 

时 ， 

+ 

3pn
+( + + 一 

+ 

3p
+( + )p+ 在 中弱． (46) 

依据极限的惟一性，从式(37)和(46)推得 ： + 
r 

+( +a)p+ ．因此由式(37)，(39)，(41)推得 

=  一 ( + Op+( + )p)∈ (47) 
由 (Q)在 V中稠和(36)容易证明：当 n一 

+∞ 时， 

j0 V pn。V dQ—JQ V P V dQ，V ∈ · 
(48) 

这样，在式(29)中令 n一+∞，从式(46)～(48) 

就推得式(36)中的极限函数 P∈ V在 意义下满 

足方 程(1 )．接下来证明 P满足条件(11)．从式(30) 

有 

I p (0’f’ )dtdx= “
r 

L [．f：卢(r， ， )p (r， ， )dr] (O,t,X)]d d ， 
V ∈ ． 

注意到迹引理 1中的式(15)，由分部积分法和应用 

式(40)、假设条件 H3)、式(36)，(38)，在上式中令 

n一+∞取极限，就推得 P满足条件(11)．最后，用 

类似于证明P满足式(11)的方法可推得 P满足条件 

(12)．至此，就证明了式(36)中的极限函数 P E V是 

问题(1 )，(2)～(4)的广义解．回忆起此处的 P是变 

换g=e-atp中的g，那么把前面证明过程中的P返 

回记作 g，则 P=ge 就是问题(1)～(4)在 中的 

广义解．存在性得证． 

2)证明惟一性 ．只须就方程(1 )，(2)～(4)证明 

之．设 P1，P2是问题(1 )，(2)～(4)任意给定的两个 

解，令 P=P1一P2，则 P满足方程(1 )，(2)～(4)及 

齐次初始条件：P(r，0， )=0(即Po=0)在 内． 

设 Ao满足0<Ao<A，Qo=(0，A0)×(0，T)×n． 

用P去乘方程(1 )，并在 Q。上积分，得到 

fQ
o(Pr+Pt+ + + )pdQ+ L。l V p 1 2aQ=。． 

(49) 
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对式(49)的第一项分部积分，利用式(2)和 P(r，0， 

)=0，推得 

I [P，+P +( + + )P]pdQ= 

吉L。p (r， ， )drd +吉L (Ao,t,x)d d + 

『Q。c + + )pZdQ一吉L 【 dr】 d d ． 

而 j：。／3pdr]2dtd ≤C5IIpII ( ，C5： 。>0． 
把该式及上式代人式(49)中，并令 。一 A，就推得 

fQp2dQ+尼 I dQ≤吉cs 2dQ． 
取 > C5

，得( 一孚) zdQ≤0和p：0a．e．在 
Q内，即 Pl=P2 a．e．在 Q内．惟一性得证． 

证毕 ． 

推论 1 在定理 3的假设下，还有结果 P 

∈ L (Q)，,uP E L (Q)． 

3 最优控制的存在性(Existence of optimal 

contro1) 

下面的定理是本文的主要结果之一 ． 

定理 4 设p( )E V，却 E 为由问题(1)～ 

(4)所支配的系统 s的状态，容许控制集合 由式 

(6)确定，性能指标泛函 J( )由式(8)给定．若假设 

H1)～H4)成立，则问题(9)在 中存在一个最优收 

获控制 u∈ ，即 u满足问题(9)中的等式 

．，(u)=sup．，( )． (50) 

证 设 { }c彩为问题(9)的极大化序列，使 

得：当 ／2一+∞时， 

．，( )一 l supJ( )． (51) 

由 的定义式(6)有 ff (o)≤Mo<+∞，其中 

Mo= lmesQ．因而，存在 “E 和可以抽出 { } 

的一个子序列，这里仍记为 { }使 

一 ／Z在￡ (Q)中弱，／Z E 彩． (52) 

设 P =P(r，t， ； )：P( )E V，Op E 

为问题(1)～(4)当 = 时的广义解，按定义 1，P 

满足积分恒等式 

Op + p ， )drdf+ 

一  ，lp Q，V ∈ ， 

r J
n一
(pn )(0，f， )dfd = 

后JQ V V 9dQ： 

(53) 

L一[j-：岛 dr】9(。， ， )d蹦 ，V ∈ ，(54) 

I (p )(r，0，x)drdx： 

I po(r， ) (r，0，x)drdx，V 9 E ． (55) 

首先证明存在 P E V，却 E ，使得：当 n一 

+∞时， 

P 一 P在 中弱，P E V， (56) 

印 一 却 在 中弱， (57) 

P 一 P在L (Q)中强． (58) 

采用类似第 2节中导出估计式(34)的手法，可以推 

出估计式 

I p．(f)l + p )ll 2dr+ 
n 

(r)d dr≤ 
J n J nJ n 一 。 

l Pn(0)l + ( +271)l Pn(r)l dr，a>0． 

(59) 

由Gronwall不等式，推得 

1 (t)f ≤f Po f exp[ ( +2y1)]；Ml<+O0． 

将该式在 [0，T]上积分，得到 

I1 P I1￡z(o)≤TMl M2<+∞． (60) 

其中 2是与 凡无关的正数．由式(59)和(60)可以推 

得l1 P ≤Ms<+∞，其中常数M3：a一 [I Po I + 

( +2 1)M2]与 凡无关．由此推得：可从序列 

{P }中抽出子序列仍记为 {P }使得式(56)成立． 

采用类似于第 2节式(38)～(40)的证明手法， 

可以证 明(57)，(58)成立．在式 (53)～(55)中让 

／2一+∞取极限，由式(56)～(58)推得式(56)的极 

限函数 P E V，Dp E 和式(52)中的极限函数 ／Z E 

满足积分恒等式(10)～(12)(其中 ：u)．按记 

号式(7)，就有 

P(r，t， )：P(r，t， ；／Z)=P(“)E V，印 E 

(61) 

为问题(1)～(4)相应于 = ／Z的广义解． 

最后证明式(52)中的极限函数 ／Z为系统S的最 

优收获控制，即 “满足等式(50)．由 的定义式(6) 

2~(6o)有0≤．，(／3n) jQvn PndQ≤刈。pndQ≤ 
yl(mesQ) M2 <+∞．由此及式(51)有 

lim．，( )=supJ( )<+∞． 

由极限惟一性 ，要证明等式(50)成立，只须证明：当 

凡 +∞ 时 ． 
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．，( )一l u(r，￡，x)p(r，￡， ；u)dQ=．，(u)． 

(62) 

由式(52)，对于式(61)的P∈ Vc L (Q)有 ：当 

n +∞ 时 ， 

l( 一u)P(r，￡， ；u)dq一0． (63) 

由式(58)和(61)有：当 n一+∞时P( )一P(／／,)在 

L (Q)中强．由此 及式 (63)，并 注意到 { }在 

L (p)中的有界性可得 

l J(／／,)一．，( )l= 

lJo[Vnp(Vn)一up(u)ldq I≤ 

l [P(Vn)-p(u)]dQ l+l ( 一u)p(u dQ l一 
0+0=0，当 n一+∞时， 

即式(62)成立，从而等式(50)成立 ． 证毕． 

4 必要条件和最优性组(Necessary condition 

and optimality system) 

先讨论收获控制 ／／,∈ 为最优的必要条件． 

设 P∈ V为系统 S的广义解，由定理 3有： 

P( )是从 L (Q)一 的非线性算子．本文暂时在 

形式上写出算子P∈M(L (Q)，V)在 ／／,处沿方向 

( 一u)的 G_微分[2O]： 

p—p(u)( 一“)= (u+ ( 一u))I = 

lim 1[P(u+ ( 一u))一P(“)]，V ∈ ． 

(64) 

其中： =P(r，t， ；H,j／)，P=P(u)，H,j／=u+ ( 一 

u)，0< <1，u∈ ． 

上面之所以说“暂时在形式上”，是因为到目前 

为止作者还不知道式(64)中的极限 芦是否存在．如 

果存在，按文献[2o]的定义p是从 L (Q)一 的算 

子，记作p∈M(L (Q)一 )．现在还是在形式上推 

导p应该满足的方程及条件(当然，后面一旦证明 p 

存在，那就不是形式上的了)． 

将 P̂ 满足的积分恒等式(10)～(12)(其中 P= 

P̂， = û)与 P(u)所满足的积分恒等式(10)～ 

(12)(其中P=P(u)， =u)作差，并除以 >0， 

令 一 0 取极限，按记号式(64)这个形式上的极限 

p就满足积分恒等式 

j@(印+( +u)p， )drdt+ j。7 p。7 dQ= 
一

J (t)一u)~oaq，V ∈V， 

Jo(p )(0，￡， )d d =
r 

L 【j’： dr】 (O,t,X)d d ，V ∈ ，(65) 

jn
．

(p )(r，0， )drd =0，V ∈ ， 

p(r，t， )=0在 上． 

式(65)中的前 3个积分恒等式可以分别称作p在 

意义下，在 (力 )中的弱意义下和在 ( )中的 

弱意义下分别满足下面的前 3个等式，而第 4个照 

1日： 

+ 一 卸 +( +u)p=一( 一u)p在Q内， 

rA11 

p(0 )=j。 dr在力 内， 
p(r，0， )=0在 ^内， 

p(r，t， )=0在 上． 

(66) 

由于式(66)中第 1式等式右端的已知函数 厂； 

( 一u)P与p无关，且 ∈L (Q)和有界，因而问题 

(66)与问题(1)～(4)属于同一类型的问题 ，只是相 

差一个 自由项
．

厂．运用本文定理 3的证明方法，容易 

证明在定理 3所设条件下，问题(66)在 中存在惟 
一

广义解p∈ V，印 ∈ ．由此可见，式(64)表达的 

芦已不再是形式上的，而是确实存在的，而且由方程 

组(66)惟一确定．本文后面要用到的也正是方程组 

(66)及其所确定的广义解 p∈ V，印 ∈ 这些 

事实 ． 

现在来导出 u∈ 为最优的必要条件． 

定理 5 设 u是系统 ．s的最优收获控制，则 u 

满足不等式 
r 

— I [ +( 一u)p(u)]dQ≥0，v ∈ ， 
V 

(67) 

即 u∈ 为系统最优收获控制的必要条件是 u满 

足不等式(67)． 

证 由 J( )的结构式(9)和 u∈ 为最优控 

制，以及 û和P̂ 的含义，有 

．，(u)一．，(û)=I (up—ûP̂)dQ= 
r 

I [up一(u+。 ( 一u))P(u+ ( 一u))]dQ= 
r 

— I u[p(u+ ( 一u))一P(u)]dQ一 

r J ( 一u)p(u+ ( 一u))aQ≥0． 
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将上式除以 ，令 一 0 取极限 ，并注恿到 p的定 

义式(64)，由极限保号性推得 

{{一 p(“+ ( 一“))一p(“)]dQ— 

j ( 一“)p[“+ ( 一“)]dQ}= 

一 j [ +( 一“)p]dQ≥0· 
即式(67)成立． 证毕． 

为了变换不等式 (67)，用 

一  一  

Oq
— kAq 川 q— 

p(r，t， )q(0，t， )：一“在 Q内， 
， 

q(A，f， )：0在 内， (68) 

g(r，T， )=0在 内， 

g(r，t， )：0在 上． 

定义伴随状态 q(r，t， ；“)．上述问题(68)容许惟 
一 解 q(r，t， ；“)∈ V(只要作变换 r= —r ，t： 

T—t ，即可化为类似问题(1)～(4)情形，可用类似 

定理 3的证明方法证明之)．用 乘式(68)中第一式 

并在 Q上积分，得到 

一 j dQ=j9[一 3q一 3q-kAq+( +“)q— 
(r，t， )q(O，t， )]pdQ． 

对上式进行分部积分，并注意到式(68)的后 3个条 

件和式(66)能够推得J9印dQ=Jp( 一“)pqdQ．由 
此，式(67)就等价于 

r 1 P(“)(1+g(“))(“
一  )dQ ≥0，v ∈ U． 

(69) 

这样得到本文另一个主要结果： 

定理 6 设 P( )是由问题(1)～(4)所描述的 

系统 s的状态，性能指标泛函 J( )由式(8)给出， 

容许控制集合 彩由式(6)确定．若 “∈ 为系统 s 

关于问题(9)的最优收获控制，则 “∈ 彩由方程(1) 
～ (4)(其中 = “)，伴随方程(68)及变分不等式 

(69)所组成的最优性组的联立解 {“，P，口}所确定 ． 

推论 2 最优性必要条件有 Euler-Langrange组 

形式(77)，(78)． 

从 的定义式(6)和变分不等式(69)可以容易 

推得局部性条件(见文献[14]，pp．53，54) 

l p(“)(1+q(“))(u一 )dQ≥0，v ∈[yo，y1]． 

(70) 

将上式变形为 

j。p(“)(1+g(“))“dQ≥ 

j。p(u)(1+q(u)) dQ，V ∈[y。，y1]· 
并记 1(r，t， ；“)=P(r，t， ；“)(1+q(r，t， ； 

“))，则有 “为最优控制的必要条件的另一表达形 

式 

j r,t,x；u)“dQ= 
。
j ，⋯) dQ· 

(71) 

为了得到最优性必要条件的 Euler-Langrange组 

形式，回到式(70)．分几种情形讨论其取值情形： 

在式(70)中，若 

P(u)(1+q(“))>0， (72) 

则当 

u一 ≥0且 ∈ [)，o，)，1] (73) 

时，式(70)成立．但是式(73)等价于 “：y ．因此从 

(72)，(73)推得 

{ 至 ⋯70) ” c ， 【则当u=)，，时，式(70)成立． 
同理有 

若 P(“)(1+g(“))<0，则 “=yo； (75) 

『若 P(“)(1+g(“))：0， 

【则(“一 )取不定值且 ∈[yn，y1]，即 “取不定值． 

(76) 

综上所述，从式(74)～(76)有：若令 

H ： H(r，t， ，“)= 

P(r，t， ；“)(1+g(r，t， ；“))， (77) 

则有 

r y1， 若 H >0， 

“ = {yo， 若 <0， (78) 

L不定，若 ：0． 
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