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一 类非线性系统的微分平滑反步自适应输出反馈控制 
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摘要：研究了一类含不确定参数且存在未知扰动的严反馈非线性系统输出反馈控制问题，设计了一种新型的 

反步递推(Backstepping)自适应控制器．为实现输出反馈，设计过程引入了虚拟的全维状态观测器．由于Backstepping 

的虚拟控制量与未知参数逼近值及其高阶导数有关，为此通过微分平滑算法对原系统进行相应的动态扩展．在稳 

定性分析中，利用 Lyapunov定理，得到了系统全局一致有界稳定的条件，并求出系统的稳态跟踪误差．最后给出的 

仿真算例验证了本文方法的有效性和可行性． 
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Differential flatness adaptive backstepping output feedback 

control for a class of nonlinear systems 

YU Zhan—d0I培，WANG Qing—chao 

(School of Astronautics，Harbin Institute of Technology，Harbin Heilongjiang 150001，China) 

Abstract：A novel adaptive backstepping output feedback control approach is presented for a class of strict-feedback lion- 

linear systems with uncertain parameters and unknown disturbances．In order to realize the output feedback control，the virtual 

ful1．dimensions state observerisintroducedinthe design．Giventhefactthatthe virtual controHem in backsteppingpr~w．e．Aure are 

the functions of the parameter estimates and their higher derivatives，the differential flamess~gofithm is used to expand the dy- 

armies oforiginal systems．In the stability analysis，based on the Lyapunov theory，some conditions are derived for global uniform 

ultimate boundedness of systems ，while the Stable tracking error is provided．Finally，the simulation example is given to demon- 

strate the feasibility and effectiveness ofthe proposed method ． 

Key words：nonlinear system；backstepping；differential flatness algorithm；output feedback；uncertainty 

1 引言(Introduction) 

不确定非线性系统的控制问题是目前控制理论 

界的一个研究热点．近年来的研究结果表明，如果系 

统满足一定的链式结构(多个非线性子系统通过积 

分器串联的形式)，就可 以用反步递推 (Backstep． 

ping)设计方法逐步构造出理想的 Lyapunov函数 ．而 

利用基于微分几何的非线性系统理论则可以判定一 

个系统本质上是否具有上述链式结构的几何条件， 

同时给出适当的微分同胚进行坐标变换，将系统数 

学模型化为显式链式结构．文献[1]首次提出 Back． 

stepping自适应控制设计方法，并使用该方法解决了 

闭环系统全局稳定和跟踪问题．文献[2—6]提供了 

处理各类非线性对象的控制问题的方法，从一个侧 

面说明该方法的灵活性．微分平滑的思想是：针对一 

类不可完全反馈线性化的非线性系统，在微分同胚 
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意义上，通过引入适当的积分，对系统动态扩展，提 

高其相对阶，使系统更多分量线性化．另一方面，正 

如线性系统跟踪有关给定信号会存在误差，此时往 

往需要通过适当的积分或动态扩展才能使跟踪达到 

满意的效果．本文将微分平滑算法与Backstepping方 

法相结合，处理含不确定参数且存在有界扰动的～ 

类严反馈非线性系统的输出反馈自适应控制问题， 

2 问题描述(Problem formulation) 

2．1 非线性系统模型(Model of the nonlinear system) 

考虑如下不确定非线性系统： 

r f Xi+1+△ (Xl，⋯，Xi)，1≤ i≤ 凡一1， 

{ =g( 1，⋯， )“+A (Xl，⋯，zn)， 

【 = 
． 

(1) 
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其中： ，y∈R分别为系统的输入输出；△ 是系统 

未知非线性项，光滑函数 g(g≠0)为已知的控制增 

益项．系统满足如下假设． 

假设 1 y 为系统的期望输出轨迹，y (i=1， 
⋯

，n)存在且处于已知有界集上．系统的非线性成 

分仅依赖于系统可测输出信号 y，而且不确定因素 

也可仅由系统可测输出Y来描述． 

假设 2 非线性系统(1)中，未知非线性项 △ ，1 

≤i≤n可分为两部分，即△ = ’ + ．第1项为 

已知非线性函数与未知参数的线性组合的形式，其 

中 为已知向量场， ∈ 为未知线性化参数向量， 

为最佳逼近时的线性化参数向量，其表达式为 

=arg min[sup{《col( (y)0一 t刈]． 

第2项 为有界的未知扰动或未建模动态．记 

c0l{0 垒[01，02，⋯，0 ]T， =1，⋯，凡． 

综上所述，系统方程为 

f = +1+ ：(y) + ，1≤ i≤n一1， 

{戈 =g(y)M+ (Y) + ， (2) 【 
： 1． 

系统输出反馈控制问题可表述为：在输出反馈 

条件下，闭环系统的输出，按一定的精度要求跟踪期 

望输出信号 Y ，同时闭环系统的所有状态要保证一 

定的稳定性 ． 

2．2 虚拟状态观测器(virma~state observer) 

因为系统(2)中仅有 可直接测得，而反步递 

推算法需要系统的全状态反馈．所以必须设计状态 

观测器．鉴于降维观测器中输出量 y连同测量噪声 

直接传递到观测器输出侧，本文采用带有输出量 y 

积分滤波功能的全维状态观测器．首先假定系统的 

参数向量已知 =[ 1， 2，⋯， ]T，选择系统的增 

益向量 =[ ， ，⋯， ]T使由它所构成的系统矩 

阵是 Hurwitz的．则观测器系统方程为 

1 

● 

2 

● 

： 

● 

露 ～1 

●  

露 

一 卢1 
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● 
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+ 
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(3) 

设 e： 一 为状态观测误差，则误差状态方程 = 

+ ．由于 A是 Hurwitz阵，且未知扰动向量 有 

界，所以状态观测误差向量 e有界．观测器表达式 

(3)是在假定各非线性项的参数向量 的最佳逼近 

已知的情况下获得的．因此该观测器为虚拟观测器． 

3 微分平滑反步自适应输出反馈控制(Dif- 

ferential flamess adaptive backstepping output 

feedback contro1) 

反步递推(Backstepping)方法的特点是引入虚 

拟控制量对系统进行反推控制．该方法能克服传统 

自适应控制中的高阶不确定性．本节将Backstepping 

方法与微分平滑自适应方法有机结合，在 Lyapunov 

稳定意义下，实现系统的输出反馈控制． 

3．1 反步递推过~(Backstepping approach) 

文献[1]中首次提出Backstepping设计方法．该 

方法利用虚拟控制量定义误差向量 z，误差向量与 

原系统状态本质上微分同胚．在每一步，构造一个 

Lyapunov函数，使每一状态分量具有适当的稳定性． 

令虚拟控制量 a 为 f， ( )和 ( ’的函数 ，其中， 

= [ 1，⋯， IT, (̈ ：[ ， ( )，⋯， ( ’IT, )： 

[Y ， 一， )IT,根据系统方程(2)及系统状态观 

测器(3)，利用Backstepping进行设计．引入如下误差 

坐标： 

第 1步 令 

： 吉者+1(0—0 )T( 一0 )，(5) 
将式(5)求导，并利用式(4)得到： 

1=z1[ 2+ +占1一 ’]+( 一o ) ． 

(6) 

由 2= 2+e2，其中 e2为有界逼近误差，并令， 

f e2+ 1 f≤D，D为有界正数．则 

1 = 

z1[ 2+ + 1+P2一 ’]+( 一0 ) = 

1[ 2+a1+ T + 1+P2]+( 一0 ) ≤ 

z 
[ a + ]+ }+ 02+( 

一  ) ． 

(7) 

其中 eo>0．令 a1( ， ， )=一c1z1一 oz1— 

4  

，  

— 

，  

口 

口 一 

一 D  

D  

y  y  

一 一 一 

= = ；  = 

1  2  
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11(y) ，且 垒r1= 1 1=(U1 1时，其中(U1= 1， 

则有 

： 一 }+ +( 一0 )T( —r1) 

(8) 

所以，当 z=0时，系统是有界稳定的．由于 ：不等 

于0，在下一步我们考虑对 ：进行补偿． 

第2步 令 

I／2=吉 }+ 1 ；+ 1( 一 )T( 一 )，(9) 
将式(9)求导，得到 

=  

1[ 2+口1+ +e2+ 1]+ 2[ 3+口2+ + 

f12(Y一露1)一O‘l1]+( 一0 )T ≤ 

2_cl }+ 92
一 ( 一 )T~tglZ1+Z2 Ez3+a2+~TO + 

p2(y一露1)一3 a

y
1(露2+ To +‘e2+ 1)一 

)T ≤ 

2_cl }+ 92
一 ( 一 )T + 2[ 3+a2+ 

+ (y一 一3 a

y

1(露z+ )一 

+e。[ ；+ 92+( 
一  

． 

令 

口2(Y，露1，露2， ， ，Y ，Yr)= 

一 1一c2 2— 一f12(Y一露1)+ 

(10) 

(露z+ )+ + 一e。[ z， 

且 垒 r2= 1 1+ 2 2一 

A = 

a口1 

歹 叫 +叫 一 
一 C1 一 e0 

0 

0 

0 

fa口1＼ 

一 2一e1I J 

0 

0 

： 其中叫：： 则有 

≤ 舡  ； + 

92
+( 一 )T( 一r2)， (11) 

当 3=0时，系统有界稳定．以此类推，第 i步( = 

3，⋯，n)，按照同样方法得到系统的虚拟控制律和 

自适应律： 

Cti(Y， ， ( )， 一 )= 

一  

一

1 一 CiZ 一 (U移一 (Y一露1)+ 

+ To) ~Oli_1]2Z
i+ 

i-1 O

d

Ct i-l

~ l+ 

)+ ∥ + )， 

尘 (叫 一 ． 
= 1 ， 

a口 
一 1 

钆 ’ 

(12) 

其中： =3，⋯，n；c >0；口0=0．在第n步，系统控 

制律 ： 

= (口 +y )／g(Y)． (13) 

由式(4)可知， 是露的微分同胚变换，利用各阶子 

系统的虚拟控制(12)以及式(13)，则有 

2=Ag+ ( 一 )+ T(e2+ 1)．(14) 

其中 

= [ 1 ⋯ ]T， 

W=[叫。 。 。⋯ 。】， 

M：[1 Oa1 a
v 

0 ⋯ 

f Oa21 
一  

3一e I av J ⋯ 

3．2 微分平滑算法(Differential flatness algorithm) 

我们注意到，虚拟控制量 a是 ( 的函数 ，即虚 

Oa， 

av 

0 

0 

0 

Oan
—  

av 

。 一 - 一 cn- e 一 。(OaCtny-1，I 
拟控制不但与 有关，还与其高阶导数有关．为了引 

入 的导数项，在对 进行逼近过程中，引入微分平 
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滑算法．微分平滑是在采用微分几何理论进行精确 

反馈线性化过程中，在微分同胚意义上引入适当的 

积分，对系统动态扩展，以使系统更多分量线性化时 

提出的．同时，参数逼近过程中，往往需要通过适当 

的积分或动态扩展才能使跟踪达到满意得效果．微 

分平滑刻画了经适当动态反馈扩展可等价于另一系 

统的特征．在这里，我们利用微分平滑是为了得到 

的高阶导数项．以实现各子系统的虚拟控制a．扩展 

后的系统阶数较原系统高，但它们微分等价． 

具体做法是：选择一个渐近稳定的n一2阶首一多 

项式g(s)，设计传递函数G(s)=g(o)／(s+z)g(s)， 

传递函数相对阶为n一1，则用式(15)表示系统不确 

定参数逼近过程： 

其中： =1，⋯，q；z>0；a0=0．若(cT，A，b)是传 

递函数 g(0)／g(s)的最小实现，即：cT(sI—A)b= 

g(o)／g(s)．则微分平滑过程为 

： 耋( 一 一地， ∑( 一 ) 一z ， 
= 1 一， 

qi=Arli+b,Pi， 

C
T 

(16) 

微分平滑系统是稳定的，即存在正定矩阵 P，满足 

ATP+ =一2，成立．系统(17T，A，b)有如下性 

质： 

cTA～ b =一 1，CTAj～b = 0， = 1，⋯ ，n 一3． 

(17) 

根据式(16)，(17)，可得到参数估计值的各阶导数： 

f ，’=CT ， =1，2，⋯，n一3， 

I 一 )=cTA 一 叩t+cTA 一 6 ， 

1 一 )=cTA 一 +cTA 一 b,p + 

l c [耋 一 Zk--地】_ 
(18) 

未知参数的逼近误差为 

= ( 一 )=( 一 )一( 一 )= 

co1{(Oi 一 )一( 一 )}= 

co1{(Oi 一 )一cT(叩 +以一 6 f)}= 

co1{(Oi 一 )一cT邑}， 

(19) 

其中邑= +以-1 6 对于 ( )，有如下假设： 

假设 3 非线性函数 ( )(i=1，⋯，q)具有 

无零漂性质，即 (0)=0，且满足 Lipschitz条件： 

ll (z)一 (z )ll≤k 一 ，̈． (20) 

其中 k 为正常数．特别地，当 =0时， 

( ) k ≤k ∑ {． (21) 

系统控制过程如图 1所示．对于形如式(2)的参数不 

确定的非线性系统，设计了基于虚拟全维状态观测 

器(3)的反步递推自适应控制器．在参数估计的过程 

中，引入了微分平滑算法．对系统进行动态扩展，扩 

展后的系统，可方便地求出 的高阶导数．引入微分 

平滑算法后，系统的稳定性需要保证 ，下面将对系统 

进行稳定性分析． 

图 1 微分平滑反步 自适应输出反馈控制框图 
Fig．1 Block diagram of differential flatness adaptive backstepping output feedback control slrategy 

．  

∑ 
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3．3 稳定性分析(Stability analysis) 

设整个闭环系统的 Lyapunov函数为 

V( ， ，0 一 )= 

吉 T +丢( 一 )T( 一 )+ 1 q 融 ． 
(22) 

对式(22)求导，并利用式(14)，(16)，(19)，(21)得 

到： 

( +丢骞 鸭 ： 
一  

k=l(Ck+E：k_l[等咖-eo禾 T l{c 一 

aa 
一 1 

1 

l 一2 一 6 

) 1一 l∑( ～bef)一 

1∑q l z+t(o*
一  )T + (。 +艿 )≤ 

i=1 

] 2 1 
一

eo 一5-厶 
一 i= 1 

2 
+ 

i"o l 一~11 + T (e +艿 )一 

f止 一2[(1 -I b l+ 
：
1 ：1 ＼ n 

l c1) r O
a

ak

，，

- I 

l+l _l6 1 1 l l￡1)． 
(23) 

式(23)推导过程中用到如下关系式： 

ZTWTcoI~cT￡}l≤∑∑ 
i= 1 k=1 

g 

∑ 
i= 1 

g 

∑ 
=1 

c I l∞ l l l l￡l； 

_l6 ( 一等 一 

k

奎
= l 

l _l6 I 一百OOtk_l
k 1 

l 
j u l 

2(0 一 )T ≤ ll 0 一I1 0 一~11 ． 

若取 

c = + (f 一b f+ 

)I∞ 一等 l+l ll6 

(24) 

(25) 

(26) 

井 利 用等式 

砉I∞ 一等 I ；= i=1 k奎=l c 一 无 
(27) 

则有： 

≤ 

一

k

奎
= l
(I~k-t-Ek_l[3 aky-~1 日 

A II o l1 z+ (e +艿 )
一 丢窖 一 

2

1 

io, k o ,

／l-~毫
nk 1 n 

l
一  [(1 PA—b c 1)l 一 

+I PA_l6 l 1 1 ) ≤ 

一 ∑ ；一 ∑ 一∑ ；_￡0 }+ 
=  

一  

= k=9 

Oa

—

k

，

_

l12z
k 1 i 1 k 2 

k=2 I OOtk-l t l。一 l 一~11 2+~-II l ≤ 
一  

n 

；一 
i=1 

l毫l 一 
k=2( 00tk_l 一 Di 1 k 2 e-k 1／ 一 一∑ ；一 ∑l毫l 一∑( 一 )一 =1 、 ， 厶V 

一 1 

( 吝 一 + l *ll ≤ 
一  

n 

；一2 - 
i=1 

f毫f 一 一 + ll 0 l 0
i 1 

lI + 
nlln

． 

一 ∑ ；一 ∑f毫f 一 一 z+ lI z+ ． 
：1 ～  

(28) 

其中e i =min{eo e1 e2 ⋯ e 一1}．现定义 

垒 l窖祸+ 2奎 + 

l ≤ + )．( ) 
由于e ， ，D，z都是正常数，因此 为紧集． 

所以，只要 在 之外，就有 ≤0．由Lyapunov定 

理可知 ， ，( 一 )是有界的．且当( ， ，0 一 

)位于 之外时， 严格为负．因此存在一个常数 

To>0，当 t> To时系统状态收敛于 ．根据式 

(29)，系统的收敛域 取决于D、 以及 e i ，Z．D 

与系统受到的不确定扰动有关 ， 与系统本身的性 

质有关．通过增大 e i 和减小 Z的值可以缩小系统 

的收敛域．但是e 和 z还与收敛速度有关，在系统 

设计时还应综合考虑． 

进一步，若令 =min{2x ”，2x ，1／ (P)， 

一 

∞ 

∑ ㈦ 

C  

， --_ _I
＼  ∑ ㈦ 

一 
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l}，其中 一(P)为矩阵P的最大特征值，则式(28) 

可写为 

f，≤一 + l + nD2
． (30) 

对于闭环系统 Lyapunov函数(22)，利用式 (30)，得 

到 

( e )= f，e + e ≤ 

(一 l + )e + = 
l 臼 nD2 (31) 

对式(31)在 [0，t]上积分，并用e一 乘以表达式的两 

端，得到 ‘ 

)≤( )一 1 I l + + 

专 臼 + nD2)． (32) 
由式(32)可知，若系统的初值有界，即 v(o)有界，则 

V(t)有界．且当t足够大时，系统的上界与 v(o)无 

关，而仅取决于式 (32)右端第 2项．又 由于 

I Y—Y I ≤2V(t)，则可得到系统的稳态跟踪误差 

I⋯ I≤√号 l + nD2)．(33) 
由式(33)可知，可通过调整l， 和e i 的值来减小闭 

环系统稳态跟踪误差．根据以上分析可知：系统控制 

器能保证系统的闭环信号全局有界性，该方法对系统 

外来的有界扰动或未建模动态有较强的适应能力． 

4 仿真算例(Simulation example) 

考虑如下带有未知扰动项的不确定非线性系统： 

r 1= 2+01sinx1+ 1(t)， 

{ 2=[1．5+sinx1]·u+02 }， (34) 
【)，= 。

．  

其中01，02为未知参数，其真值为：01=1；02=0．5； 

1为系统未知扰动， 1=[1+0．5 X sin t]·sin 1； 

取 口：[5，4]T，则可定义如下虚拟状态观测器： 

f露1=露2+Olsin Y+5(Y一露1)， 

【露2=[1．5+sin 1]u+02Y +4(Y一露1)． 

(35) 

系统状态初值设为： 1(0)=1，X2(0)=2， 1(0)= 

0， 2(0)=0；观测器状态初值为：露1(0)=一0．8； 

露2(0)=一1．要求设计系统的控制器使系统的输出 

保持在原点附近．根据文中提出的方法，系统的控制 

律可取为 

口1：一c1z1一eoz1— 1’(y)O， 

i_ [一z1一c2z2一 一 2()，一露1)+ 

( To)+ + e·( ) ． 
其中 

Zl Y — Yr，Z2 露2一 r一 。1， 

1 = [siny，0]T垒[ 1，1， 1，2]T， 

2 = [0，y2]T垒[ 2，1， 2，1]T， 

= 一 c1一 e。一 01cosy； OOt1
= [_sin)，，0]； 

c = [({ _l6{+l c 1) j+ 
l PA—b l Ik ] ． 

微分平滑过程为 

[ ]=[一。 1一。 ：][ ]+[o 9。1
，

, 

： 2
， 

1][一Z 1]， 

l I：i]+㈣ ． 

]， 
1 = CTA 1+ cT 1， 2=CT却2+cT 2． 

其它参数选为 

A = 一6，b = 20，c = 0．3，P = 1／6， 

1= ／~2= 3．5，11，12= 0．5， 

o= 1， 1= 0．05， = 1． 

闭环系统状态，参数估计以及系统的控制量如 

图2所示．系统存在参数不确定及未知动态，在文中 

控制律的作用下，闭环系统的状态仍然稳定 ，并收敛 

于原点．系统的状态观测值逐渐趋近于真值．并且系 

统所需的控制量也不是很大．虽然系统的参数估计 

未能收敛到真值，但是即使线性系统的自适应控制， 

如果不加特殊条件也不能保证参数估计收敛到真 

值 ．例如，Astrom-Wittenmark自适应调节问题中，系 

统参数估计只需收敛到某一值(不必是真值)便可实 

现最优控制．所以参数估计未能收敛到真值，对系统 

控制效果影响并不大． 
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图 2 系统仿真结果 

Fig．2 Resdt of system simulation 

5 结论(Conclusion) ca／Engineering Science，2000，55(16)：3209—3221· 

本文研究了含有界扰动且参数不确定的一类严 [。] V V ，v0R0N0V K v‘ vc backstepping with 

反馈结构非线J胜系统的输出反馈控制问题．给出了 [43 ： ach 
微分平滑反步自适应控制的设计方法．在稳定性分 t0 adaptive output feedback control⋯．Automatica，1999，35(6)： 

析中，讨论了闭环系统全局有界稳定的条件；同时分 1131—1139． 

析了反馈系统稳态输出的跟踪误差，并给出了减小 [5]STOEV J，删 Y C，FARR~．I,J-Adaptive control for output feed一 

系统稳态输出误差的方法．采用微分平滑反步自适 sy 一 m presenc。ofmodeling一 LJJ_ 

应方法可以处理较广泛的一类非线性系统的输出反 [6] ；： ： 线性系统鲁棒自适应反馈控制 
馈自适应控制问题．该方法的不足之处是分析设计 器的积分反推方法设计[J]

． 自动化学报，2001，27(5)：613一 

过程较为复杂。这方面的研究工作有待于进一步开 620． 

展 ． (LrU ang，Sill Songjiao，PAN Zigang．Backstepping robust 
adaptivefeedbackcontrol designfor st0cha c nonlinear systems[J]． 
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