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摘要：研究部分信息下极大化终止时刻期望效用的最优投资策略问题．综合运用随机动态规划原理、I西公式、 

非线性滤波技术以及鞅与对偶方法，得到了计算最优投资策略和最优目标函数(间接效用函数)的新途径；给出了 

相应双曲绝对风险回避 Arrow-Pratt系数的效用函数类的最优解 ． 
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M aximizing．the expected utility from terminal wealth 

under the case of partial information 

YANG Zhao-jun 

(College of Mathematics and Econometrics，Hunan Unive~ity，Changsha Hunan 410082，China) 

Abstract：The problem of maximizing the expected utility from terminal wealth under the case of partial information is 

addressed．By utilizing stochastic dynamic programming，Itfi’S formula，nonlinear filtering and martingale duality methods，the 

paper has found a new approach to solve such problem for general utility．Finally，the paper obtains solutions to the utility 

functions of hyperbolic absolute risk aversion Arrow—Pratt coefficients(HARA)． 
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1 引言(Introduction) 

如何按不同的比例分配有限的财富，投资于风 

险资产(如股票)与无风险资产(如储蓄)，是每个投 

资者经常面临的选择问题．在完备信息假设下，投资 

者极大化终止时刻期望效用问题已有较系统的探 

讨l_1，2j．但是，完备信息假定风险资产价格动态方程 

中的布朗运动 及飘移系统是可直接观测的，这显 

然不合实际，或者说，投资者所掌握的信息流不可能 

是布朗运动 生成的盯一域流{ }0 (完备信 

息)，而是其中的一部分，那就是过去观测到的价格 

生成的信息流(部分信息)，即{G }。 ，故只有 

{G }0 一适应的过程才是可观测的，投资者的决 

策依据是信息流{G }0 ． l(rIerl_3．4j运用鞅方法， 

在部分信息条件下取得了重要进展．但文献[3]没有 

给出最优投资策略，文献[4]的策略计算复杂，又文 

献[5，6]分别得到了投资者极大化生命期期望消费 

效用的最优策略，及相应的信息价值测算公式．与以 

上均不同，本文综合运用随机动态规划原理、It6公 
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式、非线性滤波技术以及鞅与对偶方法，得到了计算 

最优投资策略和最优目标函数(间接效用函数)的新 

途径；给出了相应双曲绝对风险回避 ,arrow—Pratt系 

数的效用函数类的最优解 ． 

2 部分信息下的投资模型(Investment model 

under partial information) 

考虑投资者在时间段 [0，T]内的组合投资问 

题．投资者面临的经济环境是不确定的，它随着时间 

的变化而变化．为刻画这种随机环境，引人概率空间 

( ，F，P)，其中每个∞∈力代数直到时刻 才最终 

确定的一个经济状态．假设市场上有两种资产，一种 

是风险资产(如股票)，其价格过程记为 S；另一种为 

无风险资产(如债券)，其价格过程记为 B．价格动 

态方程为 

． {dS‘= ‘S‘dt+atS‘dW：， 0≤t≤T． 

d f= ‘dt+bldW：+b2d ， 

(1) 
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其中随机过程 W ={W }0≤ ≤ ， ={ }0≤ ≤ 

为相互独立的布朗运动．记 

Ft E (tr'u， ；0≤ ≤ t)， 
， 、 

Gt E (S ；0≤ U≤ t)． ’ 

在价格动态方程(1)中，假设随机过程 { }0≤ ≤ 为 

{Ft}0≤ ≤ 一适 应 的，而 随机 过程 {rf}0≤ ≤ ， 

{ }0≤ ≤ 是{G }0≤ ≤ 一适应的，口，bl，b2为确定常 

数． 

注 1 对应模型(1)，文献[4]中的 b 为零，故本文研 

究的范围更广，更贴近实际． 

传统上，假设投资者所掌握 的信息流是 

{ }0≤ ≤ (完备信息)，即投资者可观测到布朗运动 

及风险资产平均收益率在过去的所有取值，这显然 

不合实际．事实上，投资者所观测到的只是过去的资 

产价格，即他所掌握的信息流为{G }0 (部分信 

息)，从而必须对平均收益率进行估计，我们将在第 

3节运用非线性滤波技术，给出这种平均收益率的 

最优滤波估计 ． 

设投资者具有初始财富 ，他采用自融资 

(Self-Financing)交易策略一在整个时间段 (0， ]即 

不追加投资，也不抽出资金作为他用．假设在任意时 

刻 t(o≤t≤T)，他将比例为丌f的财富购买风险资 

产，其余全部投资于无风险资产，则他的财富过程 

= {霉}0 ≤ 是如下随机微分方程的解： 

d =[rf+丌 ( 一rf)] d￡+atrrtXTt dW ， 

0≤ t≤ T． 

考虑到部分信息，过程 {丌f}0≤ ≤ 必须是{Gt}0≤ ≤ 一 

适应的．进一步，假设投资者具有效用函数 (·)，若 

相应 丌的终止财富研 满足E[ 一(碍)]<oo，则称 

策略 丌是容许的，所有容许策略组成的集合记为 

A(‰)．投资者的投资选择问题可叙述为 

max E[U(研)]， (4) 
∈ ( ) 

y￡= 

y一+2 f l 

( 1+ 

约束条件 

rdS = S dt+ S dW：， 

{d =alz dt+bl dW +62d ，0≤t≤T， 

tdXTt=[rf+丌 ( 一rf)] dt+O"t丌 dW ． 

(5) 

其中 {S }0≤ ≤ 是观测过程，{ }0≤ ≤ 是不可观测 

的状态过程．因此，式(4)(5)是部分可观测的动态系 

统最优化问题 ． 

3 非线 性 Kalman滤 波 估计 (Nonlinear 

Kalman filtering) 

本节借助文献[7]的结论，导出平均收益率 

{ }0≤ ≤ 的非线性滤波估计．记 

m E[ l Gt]，y 一E[( 一砚) l G ]．(6) 

引理1 若条件分布 ( )=P( 0≤ l G0) 

是均值为m。方差为 y0的正态分布(a．s．)，则条件 

分布 ( )=P(／z ≤ l G )也是正态的(a．s．)， 

其均值与方差分别为 ，y ． 

证 见文献[7]中的定理 l1．1． 

于是，m 是 在获得观测信息G 后的最优估 

计． 

引理 2 假设 由 (1)定义 的随机 过程 { ， 

S }0≤ ≤ 的条件分布P(12o≤ l G0)为正态分布 

Ⅳ(帆I，y0)，且存在常数 c1，c2，使得0<c1< 2< 

C2几乎处处成立 ．则有 

：  ( 一 )， 
2 吼6 ( 一  

一  

唧 (_ 髁九 o． ㈦ 

其中 

以 ： 时 2— 61 ，y ： A ± 
． 

定义新息过程，其微分为 

d 兰 1(d
5

S t
一  )． (9) 

由滤波理论，过程 ={ }0≤ ≤ 关于概率P及 一 

如果 A =b2=0． 

域流{G }0≤ ≤ 为布朗运动．因策略是自融资的，故 

d霹 ：丌 dSt
+(1一丌f)霹 d￡．N~A(3)可表示为 

d =[r +(m 一rf)丌 ]dt+azrtX~t dW ． 

(10) 

同样地，结合式(9)(7)容易得到 
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fdS￡= m￡S￡dt+ aS￡dWt， 

Idml⋯ + 0 · 
4 部分信息最优投资策略一阶条件(First or— 

der condition for optimal investment under 

partial information) 

根据上一节，部分信息下的最优投资策略就是 

如下问题的解： 

max E[U(i'r)]， (12) 
∈A(xo) 

约束条件 

dm ：口m d +鱼 — d 
， 

d厨 =[rz+丌￡(m￡一rz)]X'[t dt+盯丌￡XTdW,， 

y￡= 

， A ： 0， 
70t+ 盯2’ 一 ’ 

2A[1_(·+ )tO唧2一At ，A≠0' 
L0≤ t≤ T， 

(13) 

其中初始财富 、初始估计值 m。及初始估计方差 

y0为已知常数． 

下面假设利率 }rf}为确定过程．定义间接效用 

函数 

．，( ，m ，研)= max E[V(研)l G ]． 

根据动态规划原理，有 

J(t，m￡，厨 )= 

． ．
max {E[．，( +A，m +△，碍 △)l G ]}．(15) 

由n6公式得 

J(t+△，m￡+△，碍 △)= 

．，( ，m ， )+I ．， (M，m ， )du+ 

I (M，m ，冠)dm + 

I Jr(M，m ，霹)d冠 + 

吉 (u,mu,冠)d(m，m) + 

I (M，m ，冠)d(m， ) + 

吉j’ (u,mu,冠)d( ， ) ． 
根据式(13)，易知 

d<m，m) =(61+ ) du， 

d(m， ) =r(u霹(ab1+y )du， 

d( ， ) =O-2丌 (霹) du， 

(16) 

(17) 

利用 It6积分的性质，将式(13)(17)(16)代入式 

(15)，两边除以△，并令△一0可得到Hamilton．Jaco． 

bi．Bellman(HJB)方程 

0=max{．，z+am￡Jm +[rz+(m￡一rz)丌￡]珊 + 
‘ ‘ 

吉(61+ ) + +丌tX~t(ab ) + 

盯 丌；(研) }， (18) 

式中为紧凑起见，没有写出间接效用函数的自变量． 

假设最优解存在， <0，令式(18)的右边关于 丌z 

的一阶导数为零，可得最优投资比例的一阶条件 

(m 一rz)．， +( 1+y ) 
， 

一 — — —  — —
一

· (19) 
O一 | 

将式(19)代入 HJB方程(18)，得间接效用函数满足 

偏微分方程 

+ am t 
t+rt剐 +吉(61+ ) 一 

[(m 一r￡)．， +(盯61+y ) ] 
，  

— — —  —

一 =0， (20) 

终值条件 

．，(T，m ，碍)=U(娇)． (21) 

综上所述，我们列出 

定理 1 随机最优控制问题(12)，(13)的最优 

解满足一阶条件(19)～(21)．特别地，最优目标函数 

值(12)等于j(o，m0， 0)． 

5 鞅与对偶方法(Martingale and duality) 

假设 1 财富效用函数 U：(0，∞)一 R严格递 

增、严格凹、连续可微，满足 

(0)；limU ( )= ∞， 
。 (22、 

(∞) limU'( )=0． 

引理 3 设函数 ，：(0，∞)一 (0，∞)为函数 

(·)的逆函数．则对任意 ，Y>0，有 

[，(Y)]≥ U( )一Y[ 一，(Y)]． (23) 

证 根 据 严 格 凹性 函 数 的 几 何 特性 有 

[，(Y)]+Y[ 一，(Y)]≥ U( )，弓l理 由此得 

证[ ． 证毕 ． 

记0￡￡(m￡一r)／a，Z￡E exp(一1 d 一 

吉j’： du)， ；exp(一j’。t du)．则由式(13)利用 
It6公式得到 

= Xo+I z ( 一Ou)dW ．(24) 
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显然由式(24)可知：对于 V丌∈ A( o)，过程 

为上鞅 ．从而有 

E[ ]≤Xo，V丌∈A( o)． (25) 

假设 2 E[flrZrI(yPTz )]<∞，Y∈(0，∞)． 

定义 函数 ：(0，∞)一 (0，∞)为 (Y)； 

E[PTZd( TZ )]．显然，函数 (·)为严格递减的连 

续函数，其逆函数记为 Y(·)． 

定理2 记 ，(Y(Xo)pTz )．则最优目标 

函数值 J(O，mo，Xo)=E[U( )]，间接效用函数 

J(t，m ，Xt)关于(P，G )为正则鞅：J(t，m ，Xt)= 

E[ ( )l G ]． 

证 利用引理 3及(25)，以下不等式 

El U( )J≥ 

E[ (碍)+Y(Xo) TZ ( 一研)]≥ 

E[ (碍)]． 

对 V丌∈A( )成立．另一方面由布朗泛函鞅表示 

定理， 是可达的(attainable)，即存在投资策略 丌 

∈ A( )，使其相应终止财富为 ．因此， 

E[ ( )]为最优目标函数值．最后由布朗泛函鞅 

表示的唯一性，得到E[ ( ；)l ]为对应的间接 

效用函数，其鞅性显然． 证毕． 

6 HARA效用函数(HARA utility) 

鞅与对偶方法虽然给出了最优终止财富的显式 

表达式，但并未得到最优投资策略．为此，我们针对 

HARA效用函数类，利用式(19)导出最优策略的计 

算途径．HARA效用函数是一种常见的效用函数类， 

其绝对风险回避 Arrow—Pratt系数为财富水平的倒 

数，体现了投资者财富越多，风险厌恶程度越小的普 

遍心态，因其简单实用而被诸多文献引用[ ．该类效 

用函数 (·)满足 

一  ：  ， 为常数． (26) 一 ( ) 一u’u／ 巾。姒‘ 厶u 

定理 3 设效用函数满足式(26)，且求导与求 

期望可交换次序，即 

： E[ l GX ]， a 一L a J’ 

： E[ l G a( ) 一 【a( ) J‘ 
则最优投资策略 丌 可计算为 

* m ￡ 一 

+ 
1+7 Oln E[U ( ) l G ] 

—  — 一

× 
‘  am￡ 

(27) 

证 对任意容许策略 丌，由式(13)可以解出 

娇 = 

X~t exp 
t 【ru+7ru( 一 1 d )． 

／x；与过程X 无关，于是有 

^ ： ： ： 

E[U ( ) ／x；l Gt]， 

同理 

x?Jx； *=E[1y,( ；)( ) ／x；I G ]． 

故利用式(26)得 ^* *=一â *．最后注意到 

Oln E[U ( ) ；l G ] 
am￡ 

Oln E[U ( ) ／x； 
am￡ 

Jmx 

jX ’ 

定理即可得证． 

注 2 i)证明中假设了求导与求期望可交换次序，这 

些假设一般是成立的；fi)定理3与定理1给出了计算 HARA 

效用函数类的最优解，其结论可以几乎不加改变地推广到比 

模型(1)更广泛的范 围内；街)式 (27)已是最简形式，可用 

Monte Carlo方法求解；iv)从式(27)可以看出，对于给定的随 

机经济系统，最优投资策略完全决定于投资者的风险态度， 

即效用函数，特别地，最优策略与刻画投资者风险态度的主 

要指标——相对风险回避系数 a密切相关，粗略来说：超额 

收益率估计值 一rl越大，风险资产购买比率越大；投资者 

越是厌恶风险，即a越大，风险资产购买比率越小．显然，这 

些结论与直观是一致的． 

推论 1 若效用函数 U( )=lnx，则有 

=  = ． (28) 

最优目标函数值为 

j(o，mo，Xo)= 

n E ]．(29 

若效用函数 ( )=( 一1)／p，则有 

y  
Xo(pTz ) 一 

A EE(pTZ )P 一 ]’ 

丌  = 三 + }圭 × (30) 丌 + × ju 
Oln E[(pTz )P ’l G 

am￡ ’ 
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最优目标函数值为 

J(O，m0，X0)= 

【鄙(E(卢 )e／(e-t)) 一P一1】． (31) 

证 注意到 ( )=In(x)及 ( )=( 一1)／p 

均为 HARA效用函数，利用定理 1及定理 3易证． 
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