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一 类自适应蚁群算法及其收敛性分析 
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(西安交通大学 系统工程研究所，陕西 西安 710049) 

摘要：为了克服蚁群算法易陷入局部最小点的缺点，同时提高算法的收敛速度，提出一类自适应蚁群算法．该 

算法利用自适应改变信息激素的挥发系数改善传统蚁群算法的全局搜索能力和收敛速度．通过马尔科夫过程对算 

法的全局收敛性进行分析，得出该类蚁群算法全局收敛性条件．并构造出该类算法的一种信息激素更新策略，证明 

了这种算法全局收敛性．利用提出的算法对典型的TSP问题进行仿真研究，结果表明比典型蚁群算法在收敛速度 

和解的性能上都有较大改善 ． 
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Adaptive ant colony optimization algorithms an d its convergence 

FENG Yuan-jing，FENG Zu—ten，PENG Qin—ke 

(Systems Engineering Institute，Xi’ail Jiaotong University，Xi’all Shaanxi 710049，China) 

Abstract：A class of adaptive ant colony optimization(ACO)algorithms is presented to avoid the deficiency of typical 

ACO that often l-uns into local optimum．Global searching and convergence abilities are improved by adaptively changing the 

pheromone trails evaporation parameters．Some convergence properties for the algorithms are analyzed with the Markov process 

approach．Further more，an algorithm with guaranteed convergence to the optimal solution is developed．The simulation results for 

typical TSP problems demonstrate that the proposed algorithms are mole effective than those for other modified ant systems ． 
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1 引言(Introduction) 

蚁群算法(Ant Colony Optimization，ACO)是模 

拟自然界中蚁群从蚁巢到目的地之间寻找最短路径 

时的交互过程的一种随机搜索算法．蚁群系统中蚂 

蚁在经过的路上留下一定量的信息激素，而且能够 

感知这种激素的存在及强度并朝强度高的方向运 

动，这些激素会随通过的蚂蚁数量增加而增加，也会 

随时间的流逝而按一定的函数关系流逝 ．因为最短 

路径通过的蚂蚁数量较多，所以其上激素的积累速 

度比其他路径快．蚁群通过信息激素来不断的交流 

反馈信息，最终找到一条最短的路径． 

在近 l0年来，大家利用蚁群算法成功的解决了 
一 系列的组合优化问题_1 j，这些研究仅仅从实验 

的角度说明了蚁群算法的有效性．但是很少从理论 

上研究蚁群算法的优化性能．GutjahrI J分析了一种 

蚁群算法 GBAS(graph．based ant system)的收敛性． 

Stutzle和Dofigo[6̈分析了另外一种蚁群算法 MMAS 
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(MAX．MIN ant system)【 J的收敛性．孙焘等 提出 

了一种具有变异算子的简单蚁群算法并给出了收敛 

性证明．目前的研究都是针对某一种蚁群算法的某 

种特定参数进行研究．本文将在文献[5，6]的基础 

上，讨论更加一般的一类自适应蚁群算法的收敛性． 

2 算法描述(Algorithm formulation) 

为了方便描述，这里采用的符号跟文献[6]相类 

似．考虑组合优化问题 (．s，厂， )，其中．s是候选解 

的集合；厂是目标函数，对于任意 s∈ ．s有目标函数 

值厂(s)； 是约束条件集合，定义可行解集合．组合 

优化问题(．s，厂， )可以映射为具有如下特征的问 

题 ： 

1)有限集合 ={c1，c2，⋯，CNC}表示优化问 

题的组成． 

2)根据所有的可能序列 =(c ，c 一，c ，⋯) 

定义问题的有限状态集合 ，其中 c ，cj，⋯，c 是 

的元素．序列的长度定义为l l，表示序列中元素的 
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个数，最大值 f<∞． 

3)候选解集合 s是有限状态集合 的子集，即 

S ． 

4)可行状态集合)[ )[，由满足约束条件集合 

n的序列 ∈ 构成． 

5)非空集合 S 是最优解，如果满足 S c )[ 

且 S c S． 

通过以上的描述，组合优化问题可以通过有向 

图的形式表示 G=( ，L)，其中， 表示结点集合，L 

表示所有结点的连接弧集合． 

在蚁群算法中，每个人工蚁在图 G中进行搜 

索，选择初始结点，随机遍历并通过连接弧上的信息 

激素强度来选择下一个结点，其中n可以保证结点 

在可行解集合．一旦人工蚁完成一个循环的搜索，则 

更新信息激素．算法描述如下： 

Step 1 初始化． 

随机产生初始可行解 s ，并置 =s ，V(i，
． 
)， 

o， 

对每一个蚂蚁选择初始结点 c】，k：1， ： 

(c1)； 

Step 2 解的构造． 

while(Xk∈ )[且 Xk隹 S)do： 

在每一步k，构建序列札 =(c1，c2，⋯，c )后， 

根据如下的概率选择下一个结点 f： 

pkl 蔫芍，如 ㈩ (ck，y)∈ 
0， 其他． 

其中 表示可行域， ∈(0，+∞)为参数．当 为 

空，蚂蚁停止搜索，解的构造完成； 

Step 3 信息激素更新 ． 

V( ， )：r 一 (1一lD )·r f， (2) 

If s )<厂( )，then 一 s ， 

V( ， )∈ ：r／j一 +lD ·g(j)， (3) 

其中：0< <1为信息激素挥发系数；g(s)是路 

径 s的函数，且满足-f(s)<厂(s ) g(s)≥g(s )． 

从算法中可以看出，该算法跟文献[4]的算法最 

大的区别就是信息激素的挥发系数．文献[4]的蚁群 

算法信息激素挥发系数是定值，通过限定信息激素 

的最大值和最小值保证算法的收敛性，因此算法的 

收敛性能是有限的，依赖于参数的设定 ．本文算法是 

在文献[6]的基础上改进的一类自适应蚁群算法，信 

息激素的挥发系数是 n的函数．下面将对该算法的 

收敛性进行了分析，给出了算法收敛的条件． 

3 算法收敛性分析(Convergence analysis of 

the algorithm) 

3．1 蚁群算法的马尔科夫链描述(Description of ant 

colony optimization by Markov process) 

r(n)为图 G中连接弧上在迭代n次后的信息 

激素， (n)表示迭代 n次后产生的最优路径，对应 

的目标函数值为 -厂(n)．定义随机过程 ( )= 

{r(n)，g( )， n)}，(n=1，2，⋯)．考察蚁群算法 

的搜索过程，每个人工蚁解 s( )的构造过程是根据 

式(1)概率选择的，这仅仅依赖于r(n一1)．由s(n) 

确定 g(n)和 N)．由s(n)， (n)以及 r(n一1)根 

据信息激素更新规则确定 r(n)．由此可知，随机过 

程 X(n)仅依赖于新状态和当前状态，但是状态转 

移概率依赖于 n．因此，X(n)为非时齐有限状态马 

尔科夫链．应该注意，随机过程 }r(n)}并不是马尔 

科夫链，因为 r(／Z)并不仅仅依赖于 r(n一1)． 

3．2 自适应蚁群算法的收敛性分析(Convergence 

analysis of adaptive ant colony optimization) 

引理 1 设0<lD <1( =1，2，⋯)，且存在 e 

>0使得对任意的 ≥e成立，则序列 
n一1 n 

： ∑(1D Ⅱ(1一 ))+lD ，则limfln=1． 
i=1 = i+1 

n一1 n 

证 因为Pn：∑( Ⅱ(1一 ))+ ，所以 
i=1 =i+1 

n一1 n 

一 1 ： ∑(1D Ⅱ(1一lD + _1． 
i=1 =i+1 

则 

Pn=Pn一1(1一lD )+lD ． 

令序列 =1一 ，则 

+1=1一Pn+1= 

1一[ (1一lD +1)+lD +1]= 

(1一Pn+1) ≤ (1一e) ≤ (1一e) 1． 

因此 lim =0 limPn=1．得证． 

引理 2 设 0< <1，i=1，2，⋯，且存在e> 

0使得对任意的 ≥e成立，序列7 =儿(1一 )， 
i=1 

则 lim)， =0． 
n—’ ∞  

n n一1 

证 因为Yn：Ⅱ(1一 )，所以)， 一1：Ⅱ(1一 
=1 =1 

lD )，则 )， =)， 一1(1一 )．现在用数学归纳法证明 

序列 )， 有界：①当n=1时，)，1=1一lD1，则0<)，1 

<1．② 当n=k时，0<)， <1．③ 当 n=k+1时， 

)， +1=)， (1一 +1)，则0<)， +1<)， <1．序列 )， 

为严格单调减且有下界，因此lim)， =0． 

定理1 设0<lD <1，i=1，2，⋯，对于任意的 
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信息激素rij,则 r (n)≤r一，r一为信息激素的 

上界 ． 

证 由g(s)的定义可知，经过一定的迭代次数 

n以后，最大可能的信息激素增加值为pn·g(s )． 

根据信息激素更新规则，显然 

(n)≤Ⅱ(1一ID )·r0+ 
n=1 

n一1 

(∑( 1-17(1一 ))+ID )·g(s )． 
i=1 J=i 4-1 

则 

r (川~lim[] -]7(1一ID )】 + 

lim[∑(ID Ⅱ(1一 ))+ ·g(s )． 

根据引理1和引理2，令lim[Ⅱ(1一Pi)】： ， 

lim[∑( 1-17(1一 ))+ = ，则 

lim vO-(n)≤ ~'max= ·r0+ ·g(s )．(4) 

定理2 lira∑∑ (n)≤l l·~'max， 为搜索 

中产生的最优路径，l l为路径 中连接弧的个数． 

证 由定理1 

lira(∑r (n))：∑ lira r (n)≤ 
一 ( ，S)E 。 (I，j)E 。 

l l·~'max． (5) 

定理 3 给定Ⅳ∈Z ，对于任意的／7,≥Ⅳ，如 

果存在 train(n)>0使得 r (n)≥t'min(n)>0且 

∑ ：。。，则非时齐有限状态马尔科夫链 (n)= 

{r(n)，雪(n)， n)}当n一 。。时，以概率1逼近最 

优状态( [s ]，s ，f )，其中 s 为最优路径，， 

为最小目标函数值，r肼[s ]定义为 

f r一，如果 (k，z)∈s ， 
rk~L s 1_0

， 其他． 

证 由条件 r (n)≥ t'min(n)>o和式(1)得 

≥ ( 6 
f∈ 

则一个人工蚁在迭代 ／7,产生一个解(包括最优解s 

∈5)的概率 >I pn =( )f． >0，其中 
l<+。。为序列的最大长度．马尔科夫链 在迭代 

n收敛到最优值 的概率下限为 j 

l_(1-p) 一(1_( ． 
(7) 

对p (n)的第二项(，一( )卜 ) 的对数 
函数取极限得 

lira log(，一(贵 = 

n =N
(，一(责 ㈠≤ 

一 奎( 卜 一 ㈣ 
因此

，aim(，一(T 1 { )卜 ) =。．~[ij l—ira P (n) 
： 1，即当 n一 ∞ 时，以概率 1逼近最优状态 

("gkl[s ]，s ，f )． 

定理 4 设 m是第一次找到优化解的迭代次 

数，如果
一

lira [∑(PfⅡ(1一 ))+Pn】= > ， 
一  i：1 ：i+1 

则存在值 r，V n>m+r使得r (n)> 肼(n)， 

V(i，_『)∈ s ，V(k，Z)∈ ^(k，Z)仨s 成立． 

证 假设在迭代m，V(i，J．)∈s ，其信息激素 

为最小值r “(m)；而 V(k，z)仨s ，其信息激素为 

最大值 (s )．这种情况下，两者之间的信息激素 

差最大．此时 

V(i，_『)∈ s ， 

vii m+r)=Ⅱ(1一Pi)·rm i“(m)+ 

(∑IDfⅡ(1一 )+Pn)·g(s )> 

(∑ID Ⅱ(1一 )+Pn)·g(s )． 

而 

V(k，1)芭s ， 

r (m+r)：Ⅱ(1一ID )·g(s )． 

则 

r (，礼+r)一"gkl(，礼+r)> 

[(∑ID Ⅱ(1一 )+ID )一1-17(1一ID )]·g(s )= 

[(2pm+1一1)Ⅱ (1一 )+⋯+ 

~gm+r-1(1一Pm+r)+pm+，]·g(s )． (9) 

当 (2pm+1—1)≥0，即lD +1≥1／2时，式(9)在 

r≥1的条件下恒大于零，满足定理． 

当 (2pm+1—1)<0，重写式(9)得 

rf，(，礼+r)一"gkl(，礼+r)> 

[(2pm+1Ⅱ (1一 )+⋯+~gm+r-I(1一Pm~r)+ 
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P +，)一ll(1一ID )]·g( )= 
J=m+2 

2[(P +l l JI(1一ID )+⋯+ 
，= m+2 

P +，一l(1一P +，)+P +，)一 1]·g( )．(10) 

由给定条件知 

lim[∑P Ⅱ(1一 )+P⋯】- > 1， 

因此总存在 r<。。使得式(10)大于零．即定理得证． 

推论1取Pn=1一( ) ，其中。为大于 
零的常数，马尔科夫链X(n)={r(n)，g(n)， n)} 

以概率 1收敛到最优解． 

证 假设连接弧 (i，
． )一直没有蚂蚁通过，这 

种情况下的信息激素在迭代 n次后最小．此时 

r (n)=儿(1一P )·ro= 

n(士 Z"0：且 ． 

令 n)=ll√ ，且 Pn= 

( )“ =。。，满足定理3的条件．根据定理 
3，推论 1得证． 

推论2设P =1一( )“ ，m是第一次找 
到优化解的迭代次数，则存在值r使得 V nl,>m+r 

下式成立， 

r (11,)>r (11,)， (11) 

其中，V(i， )∈ ，V(k，z)∈ L八(k，z)岳s ． 

4 仿真结果与讨论(Simulation results and dis— 

cussion) 

对于组合优化问题，在求解的初始阶段，需要 

p 稍大一些以增强蚁群系统探索新解的能力．而在 

后期挥发系数 p 越小，蚁群系统的搜索就越集中． 

基于这种思想，利用参数p =1一( ) 作为 
信息激素更新规则挥发系数函数，取a=1，g( )= 

50／L( )，L( )为路径长度．蚂蚁数 目越多，算法的 

全局搜索能力越强，但蚂蚁数目增大，将使收敛速度 

下降；且在相同的蚂蚁数目下，随问题规模的增加， 

算法的全局搜索能力降低，这里蚂蚁的数目取与图 

结点数相同．针对典型 TSP问题[ ](30、50和 75城 

市)进行了仿真，平均运行 20次作为仿真结果．不同 

参数 a的仿真结果见表1． 

从表 1可以看出，不同规模的问题，对 a的选值 

有所不同；对于 TSP50问题，当 a=5时取得较好的 

结果，而对于 TSP75问题，当 a=10时取得较好的 

结果．反观 P 的表达式，当 。越小，P 接近0的进化 

代数越少． 

表 1 自适应蚁群算法不同参数的实验结果 
Table 1 Adaptive ACO experiment results 

with different a 

TSP50(f =427．855) TSP75(f =549．18) 

n 最优值 进化代数 n 最优值 进化代数 

1 444．436 25 

5 436．924 26 

10 431．754 34 

15 431．853 36 

1 589．345 132 

5 569．713 127 

10 556．456 145 

15 556．563 167 

为了验证自适应蚁群算法的有效性 ，与具有定 

值挥发系数的蚁群算法(取 P=0．9)和文献[9]的 

蚁群算法(取文献中的参数 P j =0．5)进行了比 

较，其它参数相同．比较结果见表2、图1和图2．表2 

为 TSP30、TSP50、TSP75平均运行结果比较，图 1和 

图2为本文算法与文献[9]算法最优求解曲线比较， 

其中实线是文献[9]算法的运行结果，虚线是本文算 

法的运行结果．从比较结果可以看出，本文算法的优 

化性能和收敛速度都有所提高． 

0 50 l00 150 200 250 

迭代次数 

图 1 本文算法与文献E9]算法TSP30求解结果 

Fig．1 Computation results with TSP30 

阔 

毒 
皿  

0 50 100 150 200 250 300 

迭代次数 

图 2 本文算法与文献[9]算法 TSP50求解结果 
Fig．2 Comp utation results with TSP50 

O O O O O O O O 伽 伽 

旧 正 

∞ 加 ∞ 舳 ∞ ∞ 加 ∞ 舳 ∞ ∞ 6 6 6 5 5 5 5 5 4 4 4 
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5 结论(Conclusion) 

传统蚁群算法的信息激素的更新通过常数挥发 

系数，这往往导致蚂蚁的搜索过度集中而陷入局部 

最优点．参考模拟退火算法利用退火温度的冷却过 

程增加概率突跳性而避免陷入局部最优的方法．通 

过变挥发系数使蚁群在搜索的前面阶段增加全局搜 

索能力避免搜索过度集中，在后期增加收敛速度．文 

中定理给出了这类蚁群算法的收敛性条件，作者给 

出了一种挥发系数的变化策略，并证明以概率 1收 

敛到全局最优解．基于 TSP问题的仿真结果表明， 

算法解的全局性与收敛速度都有所提高，算法是一 

种有效的算法． 
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