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一 类离散时间切换混杂系统鲁棒控制 
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摘要：由于切换规则的存在使得切换混杂控制系统的稳定性研究变得极为复杂，如何针对给定的系统设计适 

当的控制器和切换规则没有统一的方法．本文考虑一类线性不确定离散时间切换混杂系统的鲁棒二次镇定和渐近 

镇定问题．利用公共李雅普诺夫函数方法和多李雅普诺夫函数方法，分别设计了切换混杂系统鲁棒状态反馈控制 

器和鲁棒输出反馈控制器，保证了切换混杂系统的二次稳定性和渐近稳定性．仿真结果验证了所提算法的正确有 

效性 ． 
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Robust control for a class of discrete time switched hybrid systerns 

)NG Guang-deng ，w u Yu-qiang ，YANG Hong-yong2 

(1．Research Institute ofAutomation，Qufu Normal Unive~ity，Qufu Shandong 273400。China； 

2．School of Computer Science and Technology，Yantai Normal University，Yantai Shandong 264025，China) 

Abstract：Due to the existence of the switching rule，the switched hybrid system stability has been a complicated subject； 

and SO far，there has been a generally ed way to construct the proper controller and switching rule for the given system．In 

this paper．The robust quadratic stabilization problem and asymptotic stabilization problem are comidered for a class oflinear un． 

certain discrete time switched hybrid systems．Robust state feedback controllers and output feedback controllers are designed re— 

spectively by usingthe commonLyapunovfunctiontechniqueandmultipleLyapunovfunctiontechnique．The designed controllers 

guarantee the quadratic stability and asym ptotic stability．Simulations have validated the correctness of the presented algorithms． 

Key words：discrete time switched hybrid systems ；quadratic stability；common Lyaptmov functions；output feedback 

1 引言(Introduction) 

实际控制问题研究中，往往由于物理的限制使 

得控制器的选择受到约束，例如控制行为必须在一 

组(有限的)给定控制器之问进行切换⋯1．典型的切 

换}昆杂系统的例子包括 自动传输系统[ ，计算机磁 

盘驱动器 3_3，某些机器人控制系统及柔性制造系 

统l ，熔炉的开关控制l J等．在理论上，近几年来，也 

开辟了切换混杂控制系统方面的专题讨论 6．切换 

混杂系统主要出现在以下两种情况中：其一，当系统 

在结构和参数上出现急剧变化时[ ；其二，利用切换 

控制器来控制连续系统 8．选择切换混杂控制而不 

是连续控制的主要原因是，应用切换混杂控制器能 

够获得更好的性能l_7 J． 

稳定性是系统正常工作的先决条件．一个系统 

的稳定性如果无法保证，系统将无法正常工作，更谈 

不上其他的性能指标．近年来，关于切换混杂系统稳 

定性的研究结果主要包括[ ．9j：1)对切换混杂系统 

设计一个公共李雅普诺夫函数，从而保证对于子系 

统之问的任意切换，系统是渐近稳定的；2)设计多 

个李雅普诺夫函数以及相应的切换策略，使得切换 

混杂系统在给定 的切换机制下是渐近稳定的；3) 

将切换混杂系统稳定性问题转换为线性矩阵不等式 

问题来解决． 

文献[101假设标称系统存在一个公共李雅普诺 

夫函数，给出了一类连续时间不确定线性切换系统 

渐近镇定的充分条件，但没有考虑给定系统的二次 

镇定问题．文献[11]研究了一类非切换系统的离散 

时间鲁棒镇定问题．基于切换李雅普诺夫函数方法， 

结合 LIVII技术，文献[12]研究了一类线性离散时间 

切换系统的稳定性，并给出了状态反馈控制器和输 
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出反馈控制器的设计．针对一类特殊的非线性离散 

时间切换混杂系统，文献[13]给出了其鲁棒控制器 

设计方案．本文研究另外一类非线性不确定离散时 

间切换混杂系统的鲁棒状态反馈镇定和输出反馈镇 

定问题，通过构造公共李雅普诺夫函数，给出了在任 

意切换机制下，离散时间切换混杂系统二次镇定和 

渐近镇定的充分条件．另外，基于多李雅普诺夫函数 

方法，本文还设计了相应的切换策略，保证了切换系 

统的渐近稳定性．最后通过仿真验证了本文算法的 

有效性 ． 

2 问题提出(Problem formulation) 

考虑如下线性不确定离散时间切换混杂系统 

f (k+1)=(A +△ f(k)) (k)+ f (k)， 

【Y(k)= Ci2c(k)． 

(1) 

其中： ∈R ；11,∈ ；y∈ ；A ，Bf，C 为具有适 

当维数的矩阵；A4 为矩阵A 的摄动． 

定义 1_l J 称对称矩阵集合 {Z】，Z2，⋯， } 

是完备的，如果对任意 。∈R 都存在 i0∈ {1，2， 

⋯

，m}使得 xTz o≤O；称对称矩阵集合{zl，z2， 

⋯

， }是严格完备的，如果对任意X0∈R ／{0}，都 

存在 o∈{1，2，⋯，m}使得 xTz o<0． 

定义 2【13J 给定离散时间系统 (k+1)= 

f( (k))，f(O)=0，，如果存在正定实对称矩阵P以 

及正常数y>0，使得对于V( (k))= T(k)Px(k) 

有 

AV( (k))垒 V( (k+1))一V( (k))≤ 

一 y (k) (2) 

则称给定离散时间系统是二次稳定的． 

由上述定义可知，如果一个离散时间系统是二 

次稳定的它必定是渐近稳定的．为完整起见，我们同 

时考虑系统(1)的二次稳定性问题和渐近稳定性问 

题．并对系统(1)作如下假设． 

假设 (k)可以描述为 

A4i(k)=E F (k)Hi，i∈ ． (3) 

其中：矩阵 E ∈ ， ∈R 是已知定常矩阵； 

(k)∈ 是未知函数矩阵，且属于如下定义的 

集合 

= { (k)l FT(k)Ff(k)≤，，V k}． (4) 

3 主要结论(Main results) 

为证明本文的主要结论。首先给出如下的引理． 

引理【13J 给定离散时间切换混杂系统 

(k+1)=A (k)，i∈ {1，2，⋯，m}， (5) 

如果存在一个公共的正定矩阵P，使得对于所有子 

系统均有 

A~．PA —P<0， (6) 

则切换系统(6)是渐近稳定的． 

定理 1 在假设成立的条件下，若存在矩阵 

，正定阵P及常数y，e>0使得 

AN —P+ E +1／e日强 + 

一 (P)HT E iHi+71<0． (7) 

其中 A =A + ，定义 

f=Mix(k)，i∈ ／'／2， (8) 

则对于子系统之间的任意切换 ，闭环系统(1)(8)是 

二次稳定的． 

证 由式(1)(8)可得闭环系统的方程为 

X(k+1)=[ +AA (k)]X(k)，i∈m．(9) 

选取李雅普诺夫函数为 

V( (k))：XT(k)Px(k)， (1O) 

其中 P为(7)的解矩阵．则由式(9)(1O)，假设，引理 

及文献[11，13 3可得 

AV( (k))： T(k+1)Px(k+1)一 T(k)Px(k)： 

T(k)[ —P] (k)+ T(k)fitTP,!k4f(k) (k)+ 

T( ) ( ) ( )+ T( ) ( ) (k)x(k)≤ 

T(k)[ —P] (k)+ 

T(k)[ E +1／~HTIHf] (k)+ 

(P) T(k)日Tf凸T E (k)= 

二 ㈩ ⋯ 
依定义2可知，对于子系统之间的任意切换，闭环系 

统(1)(8)是二次稳定的． 

由定理 1不难得到切换混杂系统(1)经状态反 

馈(8)实现渐近镇定的一个充分条件． 

推论 在假设成立的条件下，若存在矩阵 ， 

正定阵 P以及常数e>0使得 

A —P+￡A II?E E "PAf+ 

1／~HTH,+ 一(P)HT E Hi<0． (12) 

其中 =A + Mi，i∈ra，定义 如(8)所示，则 

对于子系统之向的任意切换，闭环系统(1)(8)是渐 

近稳定的． 

利用完备集的概念，我们可以得到如下的定理． 

定理 2 在假设成立的条件下，如果存在矩阵 

，正定阵P以及常数e>0使得如下的矩阵集合 

：= —P+ E +1／~H溉 + 
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一
(P)HTETE ，i∈

一

m (13) 

是严格完备的， =A +BiM ， ∈ 定义如式(8) 

所示的状态反馈控制器，进一步，定义切换策略为 

i=arg{min／x Z }， (14) 

则在切换策略(14)下，闭环切换混杂系统(1)，(8)是 

渐近稳定的．其中函数 arg(·)表示满足括号内表达 

式条件的下标值． 

证 选取李 雅普 诺夫 函数 为 V( (k))= 

T(k)Px(k)，则类似 于式 (14)的分析，可得 

V( (k))沿闭环系统(9)轨迹的差分满足 

AV( (k))≤ T(k){ j尸 —P+1／e月-T + 

ax(P)日T T E凰 +￡ T r T 朋-- } (k)， 

(15) 

于是当切换系统切换为第 i个子系统时，由矩阵集 

的完备性和切换策略的定义，有,SV( (k))<0， 

从而在给定切换策略下，闭环切换混杂系统(1)，(8) 

是渐近稳定的． 

注 1 当存在多个下标 i0∈ m，使得 min／x z ： 

时，则arg{minjx z }可定义为其中任意一个下标值． 

对于输出反馈我们有下面的结论 

定理 3 在假设 1，2成立的条件下，若存在矩 

阵厶，正定阵 P及常数』D， >0使得 

尸 —P+ PE E P +1／ H Hi+ 

一 (P)HTETE +pl<0， (16) 

其中A =A +B C ，定义 

M =Liy(k)，i∈ m， (17) 

则闭环系统(1)，(8)是二次稳定的． 

证明略． 

另外，对于输出反馈，我们还可以得到类似于推 

论和定理 2的相关结论．在此不再赘述． 

4 多李雅普诺夫函数方法研究 (Study on 

multiple Lyapunov function—technique) 

考虑采用多李雅普诺夫函数方法来研究切换混 

杂系统(1)的渐近稳定性问题．这里假定 m =2，即 

系统(1)在两个不确定系统之间进行切换． 

f (k+1)=[A +△A (k)] (k)+B M(k)， 

【Y(k)=C (k)，i=1，2． 

(18) 

定理 4 在假设成立的条件下，如果存在矩阵 

1， 2及常数e1，e2>0，两个(同时)非负或(同时) 

非正的实数 a1，Ct2以及两个对称正定矩阵P1，P2使 

得下面两个不等式成立： 

一  P1 1+P1一e174TP1E1ETP1741—1／e1HTH1一 

一 (P1)HTETE1H1+Ct1(P2一P1)>0， 

(19) 

一 741P2 2+P2一￡2 P2E2ETp2 2—1／e2HIH2一 

(P2)月 ETE2H2+口2(P1一P2)>0． 

(20) 

定义如式(8)所示的状态反馈控制器，则存在切换函 

数 ( )：z {1，2}使得闭环切换系统(18)(8)是 

渐近稳定的． 

证 不妨设 Ct1，Ct2均非负，定义 

f vi(x(k))= T(k)Pix(k)， 

，、 i ( )： 唱m觚{ ( (圳 ， 1，2．‘2 ) 
由式(19)(20)同时成立可得以下结论 

1)当 T(k)(P1一P2) (k)≥ 0且 (k)≠0 

时，有 

T(k){ 11P1 1一P1+e174TP1E1ETP1 1+ 

1／e1HTH1+ 一(P1)HTETE1H1} (k)<0． 

(22) 

2)当 T(k)(P2一P1) (k)≥0且 (k)≠0 

时，有 ． 

T(k){74Tp2 2一P2+ 274Tp2E2ETp2 2+ 

1／e2HIH2+ (P2)HTETE2H2}x(k)<0． 

(23) 

记 

f 1= 

l{ ( )∈R l X,T( )(P1一P2)x(k)>1o， ( )≠0}， 

I n2= 

【{x(k)∈Rn l X,T( )(P2一P1) ( )I>0，x(k)≠0}， 

(24) 

则 1 U 2=R ／{0}，对于由式(18)(8)组成的闭 

环切换系统，当 ∈ 时，有 

AV( ( ))= 

T(k+1)P1 ( +1)一 T(k)P1 (k)≤ 

T(k){74TP1 1一P1+ 。一(P1)HTETE1 1+ 

e174TP1E1ETP1 1+1／e1HTH1} (k)<0． 

(25) 

同理，当 (k)∈ 2／01时，有△ ( (k))<0．另一 

方面，由切换律(21)的定义知，在切换时刻 有 

( )( ( ))≤ )( ( )) (26) 

成立．式(26)说明，在切换时刻李雅普诺夫能量函数 

是单调不增的．从而由多李雅普诺夫函数方法[I4]可 
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知，闭环切换系统是渐近稳定的． 

另外，当a。，a2非正时，令 

盯( )=arg rain{ ( ( ))}， =1，2， (27) 

可得同样结论，综上可知定理 4成立． 

类似地，对于输出反馈有如下的结论． 

定理 5 对于系统(18)，假设条件成立，另外设 

C1，C2为列满秩矩阵．如果存在矩阵 ￡1，￡2及常数 

1， 2>0，存在两个(同时)非负或(同时)非正的实 

数 l01，l02以及两个对称正定矩阵 P一1，P一2，使得下面 

的式子成立 

一 ~ITClTP1C1 1+c_r 1C1一p1一／41T~ITClT／'1C1E1H1+ 

l01(P2一P1)>0， (28) 

一 A

-

2
T 

2TP-2C2 2+c 2C2一Q2一日jE2T乙2TP--2C2E2月_2+ 

l02(P1一P2)>0． (29) 

其中 A =Af+B正 C ， 

=  4T c C E E c +l／ 溉， 
= 1，2．定义如(17)所示的输出反馈控制器．则存 

在切换函数盯( )：Z {1，2}使得闭环切换t昆杂系 

统(17)(18)是渐近稳定的． 

注 2 对于一个非切换系统 

、

+ )_
， 
? ( )] ( )+日M( )， (30) L 

y( )= ( ) 一 

而言，当系统输出矩阵 C为列满秩矩阵时，给定系统必定是 

状态可测的．但是，对于切换系统而言情况并非如此．在任意 

一 个时刻，由于切换带来的复杂性，使得我们并不知道系统 

(此刻)究竟切换为哪一个系统．从而，此时的系统状态也就 

无法确定． 

5 仿真(Simulations) 

例 1下面验证定理 1结论的正确性，考虑如下 

的离散时间切换混杂系统 

( +1)=[A +△A ( ( ))] ( )+B u( )，i=1，2． 

(31) 

其中 

A。=[ 。 2
． 

]，B。=[ ]， 

A =[一 一 ： ]，B =[ ]， 

△A。( ( ))：『0 0· sin( }( )+ ；( ) ]， 
U U 

△A ( ( ))：『0 cos( + 1． 
U U · 

易知： 

E。： E ：[ ]， 。( ( ))：sin( }( )+ ；( ))， 
H1= =[0 0．1]， 

F2( ( ))=COS( }( )+ ；( ))． 

定义 M1=[4，～2]，M2=[4．7，一2．7]，取 e=1， 

y=0．05,P=[：： 吕： 5]，贝u c P = y= 【0．15 0．8 J，则 一(P) 
0．8316，经验证 P为一满足矩阵不等式(7)的正定解 

矩阵，且 ( )Px( )为一公共李雅普诺夫函数．取 

初始状态为(一0．1，一0．7) ，图1和图2分别为切换混 

杂系统迭代计算20次后，系统状态随时间的变化曲 

线以及系统控制量随时间的变化曲线．其中切换策略 

取为：盯c ={ ： ． ≤20且 被2整除， 
0．1 

0．05 

0 

一

0．05 

— 0．1 

图 1 切换混杂系统状态随时间的变化曲线 

Fig．1 State trajectory of the switched hybrid system 

图 2 切换混杂系统控制量随时J司的变化曲线 

Fig．2 Control trajectory of the switched hybrid system 

例 2 下面以系统(31)为例说明定理 4的正确 

性 ． 

取iE定矩阵P。=[ ： ]，Pz= 

[ ： ．
． 715]，取常数a。=-，a =。．-，e。=ez= 

1．定义M1=[4，一2]，M2=[4．7，一2．7]．经计算 

T1= 

一  P1 1+P1一e1 }P1E1E P1 1一l／e1日 日1一 
一  

。 (P1)日 E E1H1+a1(P2一P1)= 
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79 3991>0， (32) l I> ， Ij ， L 
0．1399 0．5988J 

T2= 

一  P2a2+P2一e2 P2E2E P2 2—1／e2 2一 
·

一  

。 (P2)日jEjE2H2+a2(P2一P2)= 

79 3991>00． (33) I I> ． Iljj) L 
0．1399 0．61371 

取初始状态为 (一0．5，0．3) ，图3和图4分别为切换 

混杂系统迭代计算20次后，系统状态随时间的变化 

曲线以及系统控制量随时间的变化曲线．其中切换 

策略为： (k)=arg max{ ( (k))}，i=1，2． 

图 3 切换混杂系统状态随时间的变化曲线 

Fig．3 State ．ajectory of the swished hybrid system 

电  
一  

t|S 

图 4 切换混杂系统控制量随时间的变化曲线 

Fig．4 Control ．ajectory of the swished hybrid system 

6 结束语(Conclusion) 

本文考虑了一类线性不确定离散时间切换混杂 

系统的鲁棒控制问题，利用公共李雅普诺夫函数和 

多李雅普诺夫函数方法，分别设计了切换混杂系统 

鲁棒状态反馈控制器和输出反馈控制器，保证了切 

换混杂系统的二次稳定性和渐近稳定性．另外，本文 

的算法均基于矩阵不等式方法，因此简单易实现．仿 

真结果表明本文的结论是正确有效的． 
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