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一 类不确定切换系统的鲁棒状态反馈镇定 

孙常春，刘玉忠 
(沈阳师范大学 数学与系统科学学院，辽宁 沈阳 110034) 

摘要：研究了一类扰动项不满足匹配条件的不确定切换系统的鲁棒镇定问题．在每个子系统均不能镇定的情 

况下，利用完备性条件和多李雅普诺夫函数方法，分别得到了不确定切换系统可镇定的充分条件．状态矩阵和控制 

输入矩阵同时带有时变、未知且有界的不确定性，基于凸组合技术和 LMI方法 ，设计出鲁棒状态反馈控制器及相应 

的切换策略，使得闭环系统在其平衡点处是渐近稳定的．最后仿真结果表明所设计的控制器及切换策略的正确有 

效性 ． 
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Robust state feedback stabilization for a class of 

uncertain switched systems 

SUN Chang—chun，LIU Yu—zhong 

(College ofMathematics and Sysmms Science，Shenyang Normal University，Shenyang Limning 110034，China) 

Abstract：The problem of robust stabilization for a class of uncertain switched systems is considered．The disturbance does 

not satisfythe so-calledmatching condition．By using condition ofcompletenessandmultipleLyapun ovfunctiontechnique，suffi— 

cient conditions of robust stabilization for switched systems are obtained respectively under the assumption that each subsystem 

Can not be stabilized ．Th e parameter uncertainties are time—varying and unknown but are norm-boun ded ．Based on convex combi— 

nations technique and LMI(1inear ma trix inequality)method，robust state feedback contmfle~and two classes of switching laws 

are designed to make the closed-loop systems  be asymptotically stable on the equilibrium point．Th e simulation results show the 

validity ofthe designed controllers and the switching law． 
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1 引言(Introduction) 

切换系统在计算机磁盘驱动器、无线电通讯、受 

约束机器人和智能高速公路控制等许多实际系统中 

有着十分广泛的应用，因而近年来已引起了国内外 

学者的普遍关注_l叫J． 

在系统运行中，由于测量误差、输入条件的变 

化、传感器和执行器等部件非正常工作及来 自外界 

的干扰均会引起不确定性的出现．因此，对于这类系 

统的稳定性进行研究是非常必要的．但由于不确定 

性的存在，给实际研究工作带来了相当大的难度．目 

前，关于不确定切换系统的鲁棒镇定问题的研究成 

果 5,61并不多见．文献[7]研究了一类标称系统存在 

共同 Lyapunov函数的具有外部干扰和输入通道带 

有不确定性的切换系统的鲁棒镇定问题，但未曾考 
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虑系统状态矩阵带有不确定的情形，而且标称系统 

存在共同Lyapunov函数的条件不易实现；文献[8] 

研究了一类基于控制器切换下的状态矩阵带有不确 

定性的线性系统输出反馈鲁棒镇定问题，却未考虑 

到控制输入矩阵带有不确定性且系统有外界扰动的 

情形．本文研究了一类状态矩阵和控制输入矩阵同 

时带有不确定性且有外界干扰的切换系统鲁棒状态 

反馈镇定问题 ．在一般情况下，处理扰动项有两种方 

法：一种是假设扰动项满足匹配条件；另一种是扰动 

项不满足匹配条件，但范数有界．本文综合了上述的 

两种方法，将扰动项分解成满足匹配条件和不满足 

匹配条件两部分．在系统状态矩阵和控制输入矩阵 

同时具有不确定性的情况下，利用完备性条件和多 

李雅普诺夫函数方法，分别给出了不确定切换系统 
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可镇定的充分条件．基于凸组合技术和 LMI方法， 

设计出了鲁棒状态反馈控制器及相应的切换策略． 

最后仿真算例验证了所设计方法的可行性和有 

效性． 

2 系统描述及预备知识(Systems description 

and preliminaries) 

考虑下面的切换系统： 

= (A +△A ) +( +△ ) +(￡J ( )．(1) 

其中： E R ， E R 分别为系统的状态和控制输 

入， ：[0，+∞)一 P={1，2，⋯，P}是切换函数．A ， 

分别是第 i个子系统的状态矩阵和控制输入矩 

阵．△Af，AB 是不确定项， ( )是外界干扰输入． 

对应于系统(1)的标称系统为 

= A + ． (2) 

为讨论方便，引入下述记号： 

一 (P)表示矩阵P的最大特征值，ll·ll表示 

向量或矩阵的欧氏范数． 

假设 1 不确定项可分解如下形式 

『AAi=DiF(t)Ei，ABi=BiMi(t)， ，、 

㈧ (f) a<1，i E P， 
其中 D ，巨分别是具有适当维数的常值矩阵，且 

F(t)满足条件： 

FT(t)F(t)≤ ，． (4) 

假设 2 干扰输入 ( )可分解成满足匹配条 

件和不满足匹配条件两部分： 

(￡J ( )：曰 ( )+(u2 ( )， (5) 

且存在连续函数 ( )和常数 >0，使下式成立 

{II~(x)ll≤ )，lf ( ) ≤ ，(6) 【 1 
(0)：0， (0)：0， E P． 一 

引理[ ] 对任意适维矩阵 和y和常数 >0， 

有下式成立 

y+yTX≤ TX+ ～rTY． (7) 

3 主要结果(Main results) 

为给出主要结果，我们需要完备性概念： 

定义 1[ ]称对称矩阵集合 {z1，z2，⋯， }是 

完备的，如果对任意 E R ，都存在 i E {1，2，⋯， 

P}，使得 Tz ≤0；对称矩阵集合{z1，z2，⋯， } 

称为严格完备的，如果对任意 E R ／{0}，都存在i 

∈{1，2，⋯，P}，使得 XTZix<0． 

下面给出主要结果： ． 

定理 1 若存在对称正定阵 P和正常数e使矩 

阵集合 

{z l z ：ATP+ 一(1一口)PB 曰TP+ 

e E f+ePD DTp+2A (P) } 

是严格完备的，则存在控制器 = + 和切换策 

略 ：[0，+∞)一 ={1，2，⋯，P}鲁棒镇定不确定 

切换系统(1)，其中 

=  = 一 0．58Tpx
， 

， 『一 ( )， 曰 ≠0， 
： {一 网  “ “≠U， 
tO

， 曰 fl：0． 

切换策略： 

( (t))=i=arg{minxTEATP+ 一 

(1一口)尸曰 TP+e-1E + 

ePD D P+2 (P)5'I] <0}．(9) 

其中函数 a唱(·)表示满足括号内表达式条件的下标 

值 ． 

证 设计状态反馈控制器(8)和选取切换策略 

(9)． 

构造 Lyapunov函数： ( )=XTPx，则 

( )： T[ATP+ +ET FT(t)DTP+ 

尸 F(t)E ] +2xTP(B 

+ABf) +2xTPoJ ( )． (10) 

由引理[ ]和式(4)得 

ETfFT(t)DTP+尸D F(t)E ≤e-1E +ePDiDTP， 

2 T船  =一 TPB 一 

2xTPABf ≤a TPB + U曰 )， 

(13) 

2xTPoJi( )≤21l曰 ( )+2 一(P)8 

(14) 

把式(11)～(14)代入式(1o)得 

( )≤ T[ATP+ 一(1一口)尸曰 曰TP+ 

e一 ET E +ePD DjP+2 (P) ，] ． 

(15) 

当切换系统切换到第 i个子系统时，由矩阵集 

合 的严格完备性，有 ( )<0，故所设计的状态 

反馈控制器和切换策略对于不确定切换系统(1)可 

实现鲁棒镇定． 

注 1 定理 1成立的条件是存在对称正定阵P和正常 
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数 e，下面给出 P和e的一种具体求法． 

由 Schur补定理知 ’ 

<o甘 + 棚 ’ 】<0， 
其中 

S =ATP+PAi一(1一口)PB T P+e_1E盈f+~PD DT尸， 

Q：P～，A：∑ ，∑ ：1，Pi>0； 

P 

W：∑Pi[(a一1)BfB +e oT 3， 
i=1 

可先取定a，Pi，i=1，2，⋯，P且∑ =1；基于线 

性矩阵不等式(uⅢ)方法求解式(16)得到正定阵 Q 

P 

和e，即：解出对称正定阵P．若P满足∑ Z <0， 
i=1 

P 

则P为所求；若P不满足，在∑ =1的前提下，可 

以通过适当调整参数 ，重新计算，直至找到为止． 

定理 2 若存在两个同负或同正常数 y1，y2和 

正数e，以及两个对称正定阵 P1，P2，使以下两个不 

等式成立 

一 P1A1一A}P1+y1(P2一P1)+ 

(1一口)P1B1BTP1一e一 ETE1一 

eP1D1DTp1—2 
一 (P1)31>0， (17) 

一 P2A2一A!P2+y2(P1一P2)+ 

(1一口)P2B2BTp2一e一 ETE2一eP2D2DTp2— 

2 一(P2)31>0． (18) 

则存在控制器 u=u +u 和切换策略 ：[0，+∞) 

一 P={1，2}鲁棒镇定不确定切换系统(1)，其中 

u =一0．5BTP ； 

， f一 1 一， B II~i kx) 
u ： {一一口ll BTP ’。 “ ’ 

【0
， BTP ：0， 

i： 1，2． 

(19) 

切换策略： 

( (t))= = 

{argl{max Vi(( x((t))))arg min t 三0。 ：1，2．(2。) 【 { ( ())}
，

y < ， ‘ ～ 

证 不失一般性 ，不妨设 y1和 y2同正，由 S— 

procedure引理[m]知：式(17)，(18)同时成立可得下 

面结论： 

当 T(P1一P2) ≥0且 ≠0时，有下式成立： 

T[ATp1+P1A1一(1一口)P1B1BTp1+ 

e一 ETE1+ eP1D1DTp1+2 
ax(P1) ] <0； 

当 T(P2一P1) ≥0且 ≠0时，有下式成立： 

T[ATp2+P2A2一(1一口)P2B2BTp2+ 

e一 EWE2+eP2D2DTp2+2 (P2)3／] <0． 

令 

n1= { l (P1一P2) ≥0， ≠0}， 

． 2 = { l (P2一P1) ≥0， ≠0}． 

显然 n1 U n2=R ＼{0}． 

设计状态反馈控制器 (19)和选取切换策略 

(20)．构造 Lyapunov函数： 

1( )=XTP1 ，I／2( )=XTP2 ， 

考虑系统(1)，当 ∈n1时， ( (t))=1，即切换到 

第一个子系统时，有 

1( )≤ T[ATp1+P1A1一(1一口)P1B1BTp1+ 

e_1E}E1+~P1D1D}P1+ 

2 一(P1)31 J <0． 

同理可证：当 ∈ n2一n1时，有 2( )<0． 

故所设计的状态反馈控制器和切换策略鲁棒镇 

定不确定切换系统(1)． 

当 y1和 y2同负时，选取切换策略： ( (t))= 

i=arg{min ( (t))}，i=1，2． 

可得到相同的结论，因此定理 2成立． 

注 2 定理2仅仅针对两个切换子系统的情形．对于 

多个切换子系统，所要分析 的情况相应变得较复杂，而且寻 

找多个对称正定矩阵和正常数同时满足不等式组也是相当 

困难的，但是与之相对应的、与定理2类似的结论仍然是成 

立的．定理2成立的条件是存在对称正定阵P1，P2，但是，由 

于式(17)，(18)无法转化为求解线性矩阵不等式(LMI)的形 

式，故寻找 P ，P2有一定的困难．下面给出一种基于MAT． 

LAB平台下的算法：根据所给定的系统方程，先确定 a， 在 

满足所限定的条件下，值取得越小越好；其次，适当取定 e， 
一 般值取得不宜太大或太小；然后，自行设计对称正定阵 

Pl，P2，算出 A一(P1)，A～(P2)；最后，通过调整同号参数 

)，l，)，2，若使式(17)，(18)同时成立，则 Pl，P2为所求；否则， 

重新构造 Pl，P2，重复上一步，直至满足条件为止． 

注 3 定理 1和定理2分别从不同角度阐述了同一类 

不确定切换系统的鲁棒镇定问题，前者从完备性理论的角度 

出发，基于凸组合技术和求解线性矩阵不等式(LMI)方法 

下，利用单李雅普诺夫函数方法；后者基于 MATLAB平台 

下，利用多李雅普诺夫函数方法，分别来实现闭环系统的渐 

e  

— L 

= 

^ e  

，  

P 
^ e  

，  

一 

1J  ， 

T P ． E — 
Q  

一 ^e 

， 一 研 

Q  

[ d  

= = 

X R 
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近稳定．同时 ，二者构造的控制器及所采取的与之相应的切换 

策略也是不同的．故它们是相对独立的，即：二者互不包含． 

4 仿真结果(Simulation results) 

考虑不确定切换系统： 

= (A+2xA~) +(Bi+AB~) +c￡J ( )， (
21) 

i= 1，2，3． 

其中 

『3-5 0．2 ] 
1 = l 0 4．5 0．2 I， l

0 0 6．3j 

『4·5 0 0 ] 
2=l 0．2 3．7 0．3 I， l

0 0 5．6j 

『5-6 0 0 ] 
3 = l 0．2 5．5 0 I， l

0．1 0．3 6．7j 

2xA1=diag{0．02sint，0．06sint，0．15cost}， 

AA2=diagl0．INsint，0．INsint，0．04cost}， 

2xA3=diag{0．02sint，0．03sint，0．03cost}， 

D1=diagl0．1，0．2，0．3}，D2=diagl0．2，0．1，0．2}， 

D3=diag{0．1，0．3，0．3}，E1=diag／0．2，0．3，0．5}， 

E2=diagt0．2，0．4，0．2}，E3=diagl0．2，0．1，0．1}， 

B1：[5 0 0] ，B2=[0 6 0] ， 

B3：[0 0 6] ，AB1=[0．8sint 0 0] ， 

AB2：[0 0．6sint 0]T， 

△B3：[0 0 0．6cost] ， 

g 1= 0．8sint，g2 0．6sint，M3= 0．6cost， 

F(t)=diag{sint，sint，COSt}， 

cU{( 

cU!( 

cU3( 

cU{( ) 

cU；( ) 

： 0．2sin(x}+ ；+ ；)， 

： 0．1sin( }+ ；+ ；)， 

： 0．3sin(x}+ ；+ ；)， 

cU；( )= 

0．2x 

0．1 

0．3 

Sln 

Sln 

COS 

0．1 1sinx 

0．2xzsinx 

0．3x3cosx 

0． 

0． 

0． 

o = [0．019 —0．016 —0．012 

切换系统(21)中的每个子系统在任何状态反馈 

控制器 下均不能镇定，即对应于系统(21)的标称 

系统不存在共同的Lyapunov函数，但通过本文的方 

法可以镇定该系统． 

取：口=0．8， 1= = =1／3；基于线性矩 

阵不等式(LMI)方法求解式(16)，解出对称正定矩 

r6．9922 0．1185 0．0420] 

P=1 0．1185 4．5671 0．1296 I，￡=1．0771； 

L0．0420 0．1296 6．2985J 

一 (P)=7．0013；取 =0．3， 

Z =S +2 一(P) ，i=1，2，3． (22) 

易验证矩阵集合 Z 是严格完备的． 

构造 Lyapunov函数： ( )= PX，当切换系 

统切换到第 i个子系统时，有 i，( )<0． 

状态反馈控制器 

=M + ， (23) 

；=一0．5B1T~=一17．4805x1—0．2963x2—0。1050x3， 

l-s 。， 
【0． Pl：0， 

5=一0．5BjP =一0．3555x1—13．7013x2—0．3888x3， 

f_ 5 p2#0, 
【0， P2：0， 

P2= 0．7110xI+27．4026x2+0．7776x3； 

3=一0．5B P =一0．1260x1—0．3888x2-18．8955x3， 

l-s南 。， 
【0。 P3：0， 

P3= 0．2520x1+0．7776x2+37．7910x3； 

】( )：0．2I sin( }+ ；+ ；)i， 

2( )：0．1 l sin(x}+ ；+ ；)l， 

3( )：0．3 l sin(x}+ i+ ；)1． 

口( (t))= = 

1，当 (Z1一Z2) ≤0， 

且 xT(Zl—Z3) ≤0， 

2，当 (Z2一Z1) ≤0， 

且 (Z2一Z3) ≤0， 

3，其他． 

(24) 

1●●●● ●●●j  1●●● ●●●●j  

I_。。．．．．．．．．．．．．．．．．L _．．．。。。．．．．．．．．．。。．L  

1●●●●●●●j  

1  2  3  

n n 垮 { l ，L S S C 1 2 3 

2  3  l  
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由式(21)，(23)，(24)组成的闭环系统是渐近稳定的 

(如图1所示)． 

图 1 切换系统的状态响应曲线 
Fig．1 State response curves of switched systems 

5 结论(Conclusions) 

本文研究了一类不确定切换系统的鲁棒状态反 

馈镇定问题。在系统具有外部干扰且不满足匹配条 

件、状态矩阵和控制输人矩阵同时具有不确定性的 

情况下，利用完备性条件和多李雅普诺夫函数方法， 

分别得到了不确定切换系统可镇定的充分条件，且 

该条件易于检验．最后对P：3时的系统进行了仿 

真计算，其结果验证了所设计控制器及相应切换策 

略是正确有效的．且特别值得指出的是：在扰动项分 

解成满足匹配条件和不满足匹配条件两部分的前提 

下，当系统(1)控制输入矩阵的不确定项ABi不满足 

匹配条件，若也能分解成类似△ F(t) 的形 

式时，此类切换系统的鲁棒镇定问题尚未有好的解 

决办法，有待于进一步研究． 
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