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正规和奇异 H。。控制器的统一表达式 

王进华 
(福州大学 电气工程学院，福建 福州，350002) 

摘要：给出了一种新的H 控制器设计方法，通过引入设计时可选的非奇异实数阵，取消了控制器设计时对D 

矩阵的秩限制．适用于正规的H 控制问题和奇异的H 控制问题．对状态反馈等四种典型问题和输出反馈控制问 

题，给出了控制器存在的充分必要条件．控制器通过 Riccati方程的解，用参数化方法表示．输出反馈控制器，通过解 

两个 Riccati方程得到．讨论了控制器的相关特性 ． 
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Unified H·infinity controllers of regular and singular plants 

W ang Jin—hua 

(College of Electrical Engineering and Automation，Fuzhou University，Fuzhou Fujian 3501302，China) 

Abstract：A new methodfordesigningH-infinity controllersis given．Byintroducing regularrealmatrices，thismethod has 

no rankrestrictions onma trixD ofplants andis suitablefor both normalH-infinity control problems and singularH-infinity con— 

trol problems ．The sufficient and necessary conditions of existing appropriate controllers are given for special problems ，such as 

state—feedback control and dynamical output feedback control problem ．Th e controllers ale parameterized by the solutions ofRic— 

cati(in-)equations．Two Riccati(in)一equations need to be solved for dynamical output feedback control problems ．The regular 

real ma trices which Can be chosen appropriately in the designing process give more choices in controller．The relationship be— 

tween otlr controller and the normal H-infinity controlleris discussed．The regular real ma trices are chosen for several cases often 

used． 

Key words：H-infinity control；robust control；singular system；uncertainty 

l 引言(Introduction) 

状态空间方法讨论 H 控制问题，采用广义对 

象的描述形式．根据广义对象描述形式的不同，可分 

为正规的和奇异的H 问题．Doyle等人l_1 J给出了正 

规的H 控制器设计问题的解，控制器可用两个Ric— 

cati方程参数化表示；Safanov等人l_2 J讨论了将一般 

的H 问题简化到正规 H 问题的方法． 

D矩阵不满足秩条件的奇异 H 问题，一般通 

过摄动方法，使之满足假定l3,4J，这种方法一直沿用 

至今_5_5．KiIntlVd等人l_6 J利用 J一无损方法，给出了 

H 控制器在频率域上的解释，并将其控制器设计方 

法扩展到了D矩阵不满足秩条件的奇异 H 问题， 

只是这种奇异控制器设计相当麻烦，未得到广泛应 

用．1wasaki等人l7]将静态、动态阶次不同的H 控制 

器，用 LMI的形式给出了统一的表达式；在表达式 
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形式，更广泛的描述形式可通过变换转化到这种描 

述形式 ．对系统(1)我们进一步假定 ： 

1)(A， 1‘)完全可控，(A，c1)完全可观测； 

2)(A， 2)完全可控，(A，c2)完全可观测； 

3)DTc1=0及 D2 =0． 

上述对象的 控制问题得到广泛的讨论 ，且 

有很多的结论，如 DTc2=0，C2=I的情形，可通过 

状态反馈控制器使其内部稳定，且使得 (s) 

<7，反馈控制律可通过如下的Riccati方程参数化 

表示⋯． 

AT +XA+7-2XB1 1r — 

XB2(DTD1)I1 +c1rc1<0． (2) 

若上述方程有正定解，则状态反馈增益阵可表示为 

= 一 (DTD1) ． 

在某些情况下，这种方法设计的控制器是很保 

守的．如当Dl=eJ，而 e很小时，按这种方法设计的 

控制器增益将变得很大；可以证明，当 e一 0时， 

X／e 一 ∞，即这时的控制器增益将趋于无穷．另一 

方面，若有两个评价函数 z】=C】 + ，z2=C1 ， 

则显然有 。 (s) >ll (s)l1．但在同样的干 
扰抑制水平下，采用上述设计方法设计的控制器有 

K >K2，这显然是不尽合理的． 

正是由于现有方法在处理这类问题的不足，需 

要寻求其它的设计方法．我们讨论的也是式(1)描述 

的对象，设计控制 器使其 内部稳定，且使得 

(s) <7．若存在这样的控制器，称之为可行 

的控制器． 

3 状态反馈控制(State．feedback contro1) 

我们从简单的问题人手，先讨论状态反馈控制 

器的设计问题．即对如下系统，设计状态反馈控制 

器，使其内部稳定，且 (s) <7． 

Gn： 

= Ax + B1 + B2u． 

z=fix+Dl U, (3) 

Y = + ． 

定理 1 设 7>0给定，广义对象(3)存在状态 

反馈控制器，使得闭环系统内部稳定且ll (s) 

<7成立的充分必要条件是存在适当的实数方阵 

使得Riccati方程 

AT +XA一4XB2(MTM + 

DTD1) MTM(MTM +DTD1) + 
＼ 

7-2XB1 1r +c1rc1<0． (4) 

有解 ≥0．若如此，则使得闭环系统鲁棒稳定的状 

态反馈增益阵为 、 

F =一2( T +DTD1) ． ‘ (5) 

证 设状态反馈控制器为 =Fx，则广义对 

象(3)在此控制律作用下的闭环系统为 

[ 批 ]=[ ++ 批】． 
闭环系统内部稳定且 (s) <7成立的充分 

必要条件是下述Riccati方程有正半定解 

A暑 +XAF+y一 XB1 T +cT—c1F<0．(6) 

直接验证就可得到充分性条件，下面给出必要 

性的证明．若有状态反馈控制器使得广义对象(3)内 

部稳定且 (s) <7，记控制器为 =Fx，则 

有式(6)成立．记 Q=AT + +7-2XB1 1r + 

c1rc】，则式(6)可改写为 

Q+XB2F+FT +FTD11D1F<0． (7) 

显然对任意实数阵 有 

Q—FTMTMF+XB2F+FT + 

FTDTD1F+FTMTMF<0． 

对任意的D 阵，只要适当选取 ，使 +D11D1 

的逆存在，由上式即可得所求的控制器如式(5)所 

示 ． 

4 典型问题的控制器(Controllers of typical 

systems) 

在 H 控制中，有几个典型问题_1j，在最终解决 

输出反馈控制器设计中起着重要的作用．与文献[1] 

相似，我们也讨论几个典型问题．前节讨论的状态反 

馈问题是其中的一个，称为完整信息问题(FI prob． 

1em)．下面将在FI问题的基础上讨论其他几个典型 

问题的控制器． 

1)完整控制问题． 

完整控制(FC)问题讨论 FI问题的对偶问题．即 

设计控制器，使 

r2 =Ax+B1 +l J 0』 ， 

Gvc：{z=ClX+l0 J』 ， 

【 ：c1 +D2 

内部稳定且 (s) < 7．根据对偶原理 ，由定 

理 1可得． 

定理 2 设 7>0给定，FC问题存在反馈控制 

器 =Ly，使得闭环系统内部稳定且ll (s) < 

7成立的充分必要条件是存在适当的实数方阵Ⅳ使 

得 Riccati方程 
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yAT+AY一4rcI(NNT+ 

D2D ) NNT(NNT+D2 )～C2Y+ 

7～rcTcl Y+ l 11<0 (8) 

有解 Y≥0．若如此，则使得闭环系统鲁棒稳定的反 

馈增益阵为 

L =一2yC (NNT+D2D )～． (9) 

2)干扰顺馈问题． 

干扰顺馈(DF)问题讨论下式描述的系统控制 

问题．即设计控制器，使 

r = Ax + BI’．，+ B2u， 

GDF： {z=ClX+DllI， 【 
： w 

内部稳定且 ll (s) <7，其中另假定A一 lc2 

是稳定阵． 

定理3 设 7>0给定，DF问题存在反馈控制 

器 (s)，使得闭环系统内部稳定且 (s) <7 

成立的充分必要条件是存在适当的实数方阵 M使 

得1Liccati方程(4)有解 ≥0．若如此，则使得闭环 

系统鲁磅稳定的反馈控制器为 

K(s ：[ ]． 
其中F如式(5)所示． 

证 对 DF问题，构造观测器 空=(A—BlC2)量 

+BlY+B2lI，将定理 1应用到由观测器状态 叠和 

观测误差口=,17一 构成的系统，即可得到结论 ． 

3)输出估计问题． 

输出估计(oE)问题是 DF问题的对偶问题，即 

设计控制器，使 

r = Ax + BI’．，+ B2lI， 

GoE： {z=ClX+lI， 【 
： c2 + D2’．， 

内部稳定且 (s) ，其中假定A一 2c。是稳定 

阵．根据对偶原理，由定理 4可得． 

定理4 设 7>0给定，OE问题存在反馈控制 

器 (s)，使得闭环系统内部稳定且ll (s) <7 

成立的充分必要条件是存在适当的实数方阵 Ⅳ使 

得1Liccati方程(8)有解 Y≥0．若如此，则使得闭环 

系统鲁棒稳定的反馈控制器为 

= [ ]． 
其中L如式(9)所示． 

5 输 出反馈控制器设计 (Design of output 

feedback controller) 

(U～V—J)TU(U～V—I)／4≥0． 

部稳定且 (s) <7成立的充分必要条件是存 

引曼 
内部稳定且 Ti (s) <7．其中 l按如下方法构 

1) l与 Dl维数相同； 

2)讲cl=0； 

3)(No1)～=4(MTM+ D1) MTM(Ma" 

证 充分性．设U=MTM，V=No．及w= 

11 l，由引理5可得 11 l≥No1．设控制器 (s) 

使式(10)对象内部稳定且 (s) <7，则 

(s) =II ．1 z=II 。(J。乏T乏dt) = jĵ
= II If，= 1 u 

su

ll̂
p

： 。[J。( TcTcl +w~bT81w)at] ≥ 

I】t．J
su

lÎ
p

： 。[J。( TcTcl +w~OTolw)at] = 

II 。(J。zXzdt) =ll (s)11*， 
因而有 (s) <7，即控制器 K(s)使得广义 

对象(1)内部稳定且ll (s) <7． 

必要性．若oTol非奇异，取 M =Nol，则 

有 1r 。=D D。，即存在适当选取的非奇异实矩阵 

M，使得式(10)对象等于式(1)对象．若D11Dl奇异， 
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取 MTM =e ，+D D1，则 MTM可逆，当e一0时， 

MrM—DTD1，进而有 1一D D1．即如此选取 

定且ll T,w(s) <7，则我们可通过适当选取非奇 

内部稳定且lI (s) <7． 

： Vu，记 D = 1 V 和 B ：B2V一则对象 

三 ⋯ 
稳定且ll (s) <7成立的充分必要条件是控制 

件，即有D [C1 D ]：[0 I]．下面我们通过讨 

使对象(11)内部稳定且 II (s) <7，则下述 

ATX+XA+y～XB1 T —XB +cTc1：0， 

部稳定且Il (s) <7的充分必要条件是K (s) 

⋯≥ 
其中 F ：一 ，A Ⅱm=A+y～B1 ． 

且 ll (s) <7，的充分必要条件是以下条件成 

ATX + + y_。XB1 — 

XB2(vv'r)-1 +cTc1：0 (14) 

有解 X≥O，且 A+y_。B1 —B2(w T) 是 

稳定阵．其中 

V～：2M(MTM +DTD】)-1； 

2)存在适当的非奇异实数阵Ⅳ，使得Riccati方程 

T+AY + 7 yc c1 Y — 

yc (Ur )～C2Y+ 1 T<0 (15) 

有解 Y≥0．其中 ～ =2(NNT+D2D ) Ⅳ； 

3)』D(xY)<7 ． 

若上述条件满足，则控制器可表示为 

( )：『 _+． !篡 _+ _- 莹 
一 F ： 0 

其 中：F ：一 ( )一 ，L 一 2yc (NNT+ 

D2D!)～，z：I一7-IXY． 一 

证 由定理 6与定理7知，存在一个控制器 

(s)使对象(1)内部稳定且lI (s) <7的充要 

条件是存在适当选取的非奇异实数阵 ，使得 

K (s)= V—K(s)使式 (11)对象内部稳定且 

(s) < 7． 

由引理8和引理9又可得，式(11)对象存在可 

行控制器的充分必要条件是：Riccati方程(12)有解 

X≥O，A +7-2B1 一 是稳定阵，控制器 

Kv(s)使得式(13)对象内部稳定且l1 (s) <7． 

根据式(11)对象的构造方法，Riccati方程(12) 

有解X≥O，且A+7-2B1 T 一 是稳定阵， 

就是定理条件 1)． 

式(13)对象，就是上节讨论的 OE问题 ，根据定 

理4知，它存在可行控制器的充分必要条件是存在 

适当的实数方阵 Ⅳ，使得Riccati方程 

yA +A咖py + 7 YF F y 一 

(U'rU)～C2 + 1 1『<0． (16) 

将式(14)分别左和右乘 7 _y，并将结果与式 

(16)相加，记 之 ：1+7-2 ，可得 

z +A帅 yz + 

7-2Z-1 cTc1一c (UT )一C2]YZ一+ 

1 T<0． 

记 y：z-1 y即可得到式(15)． 

由 y：之-_ ，可得到 _y=Z_。Y．因 y≥O及 

_y≥O，且它们都有界，得 z>0，即条件 3)．上述推 

导说明，若(14)(16)式有正半定解，则条件 2)，3)成 

立．同样，若条件 2)、3)成立，则式(16)必有解 Y= 

Z一1 Y ≥ 0
． 

根据定理 4，若式(16)有解 ≥0，式(11)对象 

的控制器为 
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， 、 『A呻p+BvF~一2yC!(NN + r
⋯ ⋯ ⋯  

一 F 

将 K ( )=VK( )，F =一B‘ ，A咖 =A+ 

y-2B1BfX，By = BEV～，y = z一 y，L = 

一 2yC (NNT+D2DT)一代人上式，即可得到定理 

的控制器表达式． 

下面对我们给出的控制器的一些特性，作简要 

说明： 

1)若DTD1=I，D2D =I取MTM =DTD1= 

I，NNT ： D2D ： I
， 则定理 11给出的控制器就退 

化为文献[1]定理3给出的传统的H 输出反馈控制 

器．因而定理 l0给出的控制器，包含了传统的H 反 

馈控制器； 

2)若D =0，取 M =2el，则定理 1给出的控 

制器就成为文献E8 3定理 3．2．2给出的控制器．因而 

定理 1解决了极限状态下的 H 状态反馈控制器设 

计问题； 

3)广义对象的描述中，我们未对 D 作列满秩 

的假定；也未对 D：作行满秩的假定．因而我们给出 

的控制器，适用于奇异形的控制； 

4)引入适当的非奇异实数阵 和Ⅳ，为控制器 

设计提供了更多的灵活性； 

5)在式(11)中，当选取 使得 达到最大时， 

系统可以达到的不确定干扰抑制水平最高．而由 

的表达式，当取 MTM =DTD】时， 最大．也就是 

说，仅当取MTM =DTD1和NNT=D2D 时，才能 

通过定理 11得到 H 最优问题的解．这从另一方面 

也说明了奇异问题没有 H 最优解 ． 

6 结论(Conclusion) 

本文讨论了一种新的 H 控制器设计方法，通 

过引入设计时可选的非奇异实数阵，给出了适用于 

标准 H 控制问题和奇异 H 控制问题的统一控制 

器设计方法．解决了将控制器设计转化到标准 H 

问题时，引起的一些附加问题．对状态反馈等4个典 

D2DT) C2 一2_yC (ⅣⅣT+D2DT)-11 
⋯⋯⋯⋯‘ ⋯⋯⋯一io⋯⋯⋯⋯J‘ 

型问题和输出反馈控制问题，给出了控制器存在的 

充分必要条件．控制器通过 Riccati方程的解，用参 

数化方法表示．输出反馈控制器，由解两个 Riccati 

方程得到．说明了几种常见情形的非奇异实数阵选 

取方法，并讨论了控制器的相关特性．进一步完善了 

H 控制器的设计方法． 
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