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摘要：为解决差分式 Hopfield网络能量函数的局部极小问题，本文对之改进得到一种具有迭代学习功能的线 

性差分式Hopfield网络．理论分析表明，该网络具有稳定性，且稳定状态使其能量函数达到唯一极小值．基于线性差 

分式Hopfield网络稳定性与其能量函数收敛特性的关系，本文将该网络用于求解多变量时变系统的线性二次型最 

优控制问题．网络的理论设计方法表明，网络的稳态输出就是欲求的最优控制向量．数字仿真取得了与理论分析一 

致的实验结果 ． 
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Abstract：A linear difference Hopfield neural network which has the function ofiterative learning is proposed to overcome 

the local minimm  problem of its energy function．Theoretical analysis shows that the linear Hopfield neural network is stable， 

and the stable state makes its energy function reach its unique minimm ．On the basis of the relation between the stabifity ofthe 

linear difference Hopfield network and its energy function’S convergence ，the linear Hopfield network is applied to solve linear 

quadratic optimization control problems for multivariable time-varying systems．Th e theoretical design method oflinear Hopfield 

neural network showsthatits stable outputsarethe desired optimalcontrolinputs．Th e simulation results arein accordwith theo。 

retical analysis． 
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1 引言(Introduction) 

线性二次型调节器(Linear Quadratic Regulator， 

LQR)设计问题是现代控制理论中经典的最优控制 

问题，已在航空、汽车、建筑等诸多领域得到了广泛 

应用l_1 J．就目前的研究现状而言，求解 LQR问题 

的方法大体上有以下3种： 

1)利用数字计算的方法直接求解 Ricatti方程 

获得最优控制量． 

2)通过计算哈密尔顿(Hamiltonian)矩阵的特 

征值和特征向量从而获得最优控制量． 

3)以神经网络为最优控制器，通过设计网络结 

构和参数，使其运行后的输出直接产生最优控制量． 

利用方法 1)和 2)可以得到 LQ最优控制问题 

的精确控制量，但都难免矩阵求逆的复杂计算．由于 

神经网络的高度并行计算能力，特别是Hopfield网 

络，不仅为反馈网络，而且有着自己的能量函数，其 

良好的动态性能使其更适于解决最优控制问题，因 

而，方法 3)已日益成为研究的热点．例如：1990年， 

Lan和 Chandl j将连续 Hopfield网络用于求解线性 

定常系统的 LQR问题．他们采用罚函数法将有等式 

约束的优化问题转化为无约束的优化问题，由Hop． 

field网络一次性产生控制时域内的全部控制量 ．该 

方法所求的解与惩罚因子的取值有关，因而与基于 

Ricatti方程的理论解间常有一定误差．1997年，Ruan 

X【 ]提出一种基于离散 Hopfield网络求解线性时变 

系统的LQR问题的方法 ．2003年，Li M和 Ruan Xl6 
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提出了基于连续Hopfield网络解决多变量时变系统 

线性二次型动态最优控制问题的设计方法 ．这些设 

计方法能够保证网络运行有稳定解，但不能有效解 

决能量函数的局部极小问题，所以利用这些方法难 

以获得真正的最优控制量． 

本文首先对差分式 Hopfield网络进行改进，得 

到一种线性差分式 Hopfield网络，该网络具有迭代 

学习功能．理论分析表明，合理地选取网络学习因 

子，该网络具有稳定性，且其稳定状态使其能量函数 

达到唯一极小值；其次，将线性差分式 Hopfield网络 

用于求解多变量时变系统的LQ最优控制问题，网 

络的理论设计表明，当该网络由任意初始状态演化 

到稳定状态时，相应的 LQ性能指标达到极小，而且 

网络的稳定状态就是欲求的最优控制向量．仿真实 

验取得了与理论分析一致的实验结果． 

2 LQ最优控制问题描述(LQ optimization 

control problem) 

设线性时变离散控制系统的状态方程如下 ： 

X(k+1)=A(k)X(k)+ (k)U(k)， 、 
(0)：X0， (1) 

式中：X(k)= [ 1(k)， 2(k)，⋯， (k)] ∈ 

为状态向量，U(k)=[ 1(k)， 2(k)，⋯， ，(k)] ∈ 

为控制向量 ．则系统(1)的 LQ最优控制问题就 

是求最优控制向量序列：V(0)，U(1)，⋯， (Ⅳ一 

1)，使性能指标 ．，极小． 

．，： (N)HX(N)+ 
Ⅳ一1 

∑ {XT(k)Q(k)x(k)+UT(k)g(k)U(k)}， 
k：0 

(2) 

式中：H∈R 和Q(k)∈ (0≤k<N)为半 

正定矩阵，R(k)∈ ”(0≤ k<N)为正定矩阵． 

若定义 ∈R × 及对角矩阵意∈R × 分别 

为 
T

： { T(0)，UT(1)，⋯， T(N一1)}， (3) 

R =diag(R(0)，R(1)，⋯，R(N一1))， (4) 

则式(2)所示的最优性能指标可重述如下 

．，( )： T(N)HX(N)+OTkfJ+ 
N一1 

∑XT(k)Q(k)X(k)， (5) 
k=0 

因而，系统(1)的LQ最优控制问题，即求最优控制 

向量 u，使性能指标(5)达到极小． 

3 差分式 Hopfield网络及其改进(Differ— 

ence Hopfield neural network and Its im— 

provement) 

3．1 差分式 tlopfield网络(Difference Hopfield neu— 

ral network) 

设联结权矩阵为 w =[W ∈RL ，网络的状 

态矢量及其阈值分别为 

s=[s1，s2，⋯，SL] ∈{一1，1 ， 

D =[ 1， 2，⋯，6}L]T∈RL ， 

则差分式 Hopfield网络可由下式描述[ ]： 

f s (t+1)=sgn{ (t+1)}= 

l f1， if (t+1)≥0， 

{ l一1，if ( +1)<0， (6) 
l 【 
( +1)一Vi( )：∑wi?j( )一0 ， 

= 1 

i=1，2，⋯， ．其能量函数为 

E：一{STWS+sTD． (7) 
二  

理论研究表明： 

1)在全并行模式下，差分式 Hopfield网络稳定 

的充分条件是权值矩阵 w为半正定矩阵． 

2)在串行模式下，差分式 Hopfield网络稳定的 

充分条件是权值矩阵 w为对角元素非负的对称矩 

阵． 

作为非线性系统，差分式 H0面eld网络具有许 

多的稳定状态，其能量函数因而具有许多局部极小 

点．因此，将差分式 Hopfield网络用于优化计算时， 

常常遇到局部极小问题． 

3．2 改进的差分式 tlopfield网络(Improved dif- 

ference Hopfield neural network) 

将差分式 Hopfield网络中的非线性变换函数 

sgn(·)改作线性变换，则可将差分式 Hopfield网络 

改作如下线性差分式 Hopfield网络： 

三  

( +1)一vi( )= (∑ ( )一Oi)， 
、 

= 1 L8) 

i= 1，2，⋯ ， ， 

式中叩>0称为学习率．其能量函数定义为 

E：一{ + D， (9) 
二 

'，=[ 1， 2，⋯，VL]T为网络状态向量． 

线性差分式 Hopfield网络(8)，即改进的差分式 

Hopfield网络，具有迭代学习功能，可用于优化计 

算 ． 

引理 1[ ] 设有离散系统 Z(t+1)=BZ(t)+ 

，若矩阵 的谱半径』D(B)<1，则离散系统是稳定 

的，即对任意初始向量 Z(0)与 ，离散系统必将收 
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敛至唯一的稳定状态 五． 

由引理 1可推出定理 1和定理 2． 

定理 1 假设矩阵 w是负定的，且学习率 刀足 

够小，则式(8)所示的线性差分式 Hopfield网络在全 

并行运行模式下是稳定的． 

证 由式(8)可得，网络在全并行模式下满足下 

式： 

(Ij}+1)=(J+ W)V(Ij})一 D． 

令 一W =I+叩w，并假设 和 (i=1，2，⋯，L)分 

别表示矩阵 w和 的特征值，则 

det( 一W)=0，det( 一W)=0． 

于是，有 

扎 = 1+ ，i=1，2，⋯ ，L． (10) 

由于 w为负定矩阵，故 f<0(i=1，2，⋯，L)． 

若记 i =min ，则矩阵谱半径lD(W)=l 1． 

由式(10)知，若选取0<刀<1／p(W)，则 0< 

f<1(i=1，2，⋯，L)，从而 

lD(I+ W)=lD(W)<1． 

于是，由引理 1得，式(8)所示的线性差分式 Hopfield 

网络在全并行模式下是稳定的． 

定理 1意味着：对任意初始网络状态 V(O)和 

阈值向量 I吕I，式(8)所示线性差分式Hopfield网络在 

全并行模式下都将收敛至唯一稳定状态 。． 

证毕． 

定理 2 设矩阵 w是负定的，且式(8)所示的 

线性差分式 Hopfield网络在全并行模式下具有稳定 

性，则其稳定状态 。将使能量函数(9)达到唯一的 

极小值点． 

证 式(8)所示的线性差分式 Hopfield网络在 

全并行模式下可由下式描述： 

(t+1)一 (t)=刀(WV(t)一I吕I)． 

设该网络的稳定状态为 。，则由上式得 

。 一 V。= (WV 一I吕I)， 

因 w是负定矩阵，故 w 存在．于是有 

。 = W一 I吕I． (11) 

而由式(9)知 

： 一 wv + D ， aV 一 ”’ 十 ’ 

将式(11)代人上式，有 

OE
= 0， = 。． 

即网络的稳定点就是能量函数的唯一极小值点． 

定时，其稳定状态就是能量函数 E的唯一极小点． 

因此，线性差分式 Hopfield网络由初始状态运行至 

稳定状态的过程就是其能量函数收敛并达到极小的 

过程 ．这一特性可用于求解优化问题，包括式(5)所 

示的 LQ最优控制问题． 

4 用线性差分式 Hopfield网络表达 LQ最 

优控制问题 (Representing LQ optimization 

control problem with linear difference Hop． 

field neural network) 

若式(5)所示的LQ最优控制问题的性能指标 

能够转化为线性差分式 H0 eld网络的能量函数， 

则 LQ最优控制问题的解可通过运行相应的 Hop． 

field网络来获得．因此，建立控制系统的最优性能指 

标与差分式 Hopfield网络的能量函数间的等价关系 

是解决问题的关键 ． 

定理 3 给定线性、时变、多变量、离散控制系 

统(1)，其 LQ最优控制问题的性能指标如式(5)所 

示，则存在一个具有负定联结权矩阵的线性差分式 

Hopfield网络，其能量函数 E等价于LQ最优控制性 

能指标(5)． 

证 由式(1)和(3)得，控制系统在 Ij}时刻的状 

态可表示为 

(Ij})= (Ij})X(O)+ (Ij})U，1≤ Ij}≤N， 

(12) 

其中 (Ij})∈R 为控制系统(1)的状态转移矩 

阵，即 

(Ij})=A(Ij}一1)A(Ij}一2)⋯A(0)． (13) 

(Ij})∈ 由下式定义 

f (Ij})={ 1(Ij})， 2(Ij})，⋯， (Ij})}， 

I rA(Ij}一1)a(Ij}一2)⋯A(i)B(i一1)，i<Ij}， 

I (Ij})={B(i一1)， i=Ij}， 【 【
0． > ． 

(14) 

将式(12)代人式(5)得 

．，： T{蠢+ T(Ⅳ)日 (n)} + 

2XT(0) T(N)日 (Ⅳ) + 

(0)[ T(N)I-l~(N)+Q(0)]X(O)+ 
Ⅳ一l 

∑{ T T(Ij})Q(Ij}) (Ij}) + 
=l 

2XT(0) T(Ij})Q(Ij}) (Ij})U+ 

XT(O) T( )Q( ) ( )x(o)}． 

证毕． (15) 

定理 2意味着：当 w为负定矩阵，且网络(8)稳 显然，性能指标 ．，等价于．，1： 
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J1： T{赢+ T(Ⅳ)日 (Ⅳ)} + 

2XT(0) T(Ⅳ)日 (Ⅳ) + 
一 1 

∑{ T T( )Q( ) ( ) + 
k=1 

2XT(0) T( )Q( ) ( ) }， 

若矩阵 F∈R 和 G∈R 由下式计算： 

又因为矩阵 日和 Q(k)为半正定矩阵，且由式 

(21)知 和 w3为对称矩阵，故 和 w3为半负定 

(16) 矩阵是显然的．因而，由式(20)得，w为负定矩阵． 

证毕． 

F：赢 + T(N)H (N)+ 
一 1 

∑{,／／T( )Q( ) ( )}， 
(17) 

G ={,／／T(N)肿 (N)+ 
～一1 

∑{,／／T( )Q( ) ( )}} (0)， 

则 

J1： UTFU +2uTG． 1= + ． 

显然，I， 等价于 J2： 

I，2： TF + TG． (18) 

对比式(18)所示的性能指标 I，2和式(9)所示的 

能量函数 E知，当联接权矩阵 w∈R 和阈值 o 

∈R 选取为 

_G (19 o=G 
时，相应的线性差分式 Hopfield网络的能量函数 E 

与控制系统的LQ最优性能指标 等价． 

由式(17)得 

W =W1+ + ． (20) 

其中 

W1=一 R ， 

w =一 T(Ⅳ)日 (Ⅳ)， (21) 

一 1 

w3：一∑ ( )Q( ) ( )， 
k= 1 

设 =rN，V ∈C ，且 V ≠0，则 

y ' 1 y =一 赢y (22) 

若将 y 分块为： =[ ⋯ y ]，其中： 

∈ (i=1，2，⋯，Ⅳ)，则至少存在一个 i，使得 

≠ 0． 

又由式(4)和(22)知， 
～ 

w1 V ：一∑y豫(i一1)Vi， (23) 

而 R(i)(i=0，1，⋯，|7、r一1)为正定矩阵，于是 

w1 V。<0， (24) 

可见，w 为负定矩阵． 

定理 3为一个构造性定理，为借助于线性差分 

式Hopfield网络来求解 LQ问题提供了理论依据．依 

据定理 1和定理 2可得如下推论 ： 

推论 1 依式(19)设计的线性差分式Hopfield 

网络，当学习率 77足够小时，具有稳定性，且当网络 

达到稳定状态时，其能量函数达到唯一的极小值点． 

推论 2 当依式(19)设计的线性差分式 Hop— 

field网络收敛至稳定状态时，其稳定状态 y 就是式 

(5)所示的LQ最优控制问题的解 ． 

5 仿真实验(Simulation experiments) 

为验证本文提出的基于线性差分式 Hopfield网 

络的最优控制方法的正确性和有效性，进行了如下 

实验研究．被控对象均为线性、时变、多变量、离散控 

制系统． 

例 1 单输入二阶控制系统状态空问方程为 

X(k+1)：l 一0·2e一。。 0 ，l X( )+ ( + )=l ，l ( )+ L 
0 0．5+0．1e-南J 

l 2e一 )， (25) L
2—0．1e-蠡J 

其初始状态为 XT(0)=[1 1]，相应的 LQ最优控 

制性能指标为 

I， (5)[ )+ 

妻{ [ ㈩}．(26 
例 2 两输入二阶控制系统状态空问方程为 

x( +1)= 0．8+

⋯

O．02sin 

l一。

0

．

．

。

5

1 。 】 ( )+ 

『1+0．1e一 k 
l L 

0．4 

其初始状态为 XT(0)：[1 

制性能指标为 

I， (5) 

1]，相应的LQ最优控 

+ 

7  
， 2  

＼ ／ 

， 

1●●●●●j  

生  

— 
e 

0  

7  

0  
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妻
k=0 [ 砌 朋 0] )． 

(28) 

应用定理 3所述方法，分别对例 1和例 2的 LQR问 

题构造了 L=5和 L=10个神经元的线性差分式 

Hopfield网络，网络初始状态 v(0)随机产生，数字 

仿真结果见图 1和图2． 

图 1(a)和图2(a)给出了线性差分式 Hopfield网 

络用于求解上述 LQR问题时网络能量函数与控制 

系统性能指标的变化曲线，显然，二者是完全等价 

的；图 1(b)和图2(b)显示了由线性差分式 Hopfield 

网络求得的控制系统控制时域内各时刻的输入量； 

图1(C)和图2(C)进一步显示了以网络输出为控制 

输入时控制系统的状态转移轨迹 ． 

仿真结果有力说明了对差分式Hopfield网络改 

进的正确性及将之应用于求解 LQ最优控制问题的 

可行性 ． 

(b) 控制系统输入 

l( 

(c) 控制系统相平面曲线 

图 1 例 1的仿真结果 
Fig．1 Simulation results of example 1 

t|S 

(a) 刚络能量函数E与撺制系统性能指标 

1( 

(c) 控制系统相 面曲线 

图 2 例 2的仿真结果 

Fig．2 Simulation results of example 2 

6 结论(Conclusion) 

本文提出一种改进的差分式 Hopfield网络，从 

理论上分析了网络的稳定性及其与能量函数收敛性 

的关系，并将该网络用于求解多变量时变系统的 LQ 

动态最优控制问题．利用该方法不仅可以避免求解 

Ricatti方程时复杂的矩阵求逆运算，而且避免了离 

散Hopfield网络、连续Hopfield网络等神经网络在用 

于求解优化问题时可能遇到的局部极小问题．数字 

仿真结果验证了上述设计思想的正确性，从而给解 

决 LQ最优控制问题提供了一种有效途径 ． 
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