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摘要：考虑具有未知参数的随机系统的最优控制问题．提出了一种新的基于滚动优化的对偶控制算法．在动 

态规划泛函方程中，用 Kalman滤波对系统的状态进行估计；用线性化方法对阶段损失函数中的后验概率进行近 

似，然后，用滚动优化策略对控制与学习之问的耦合关系进行解耦．从而获得了原不可解泛函方程的解析递推表达 

式和一个易于实施的控制律的解析解．用一个例子说明了控制律的性能，仿真结果表明：该控制律具有良好的对偶 

性质，在学习和控制之间实现了较好的平衡 ． 

关键词：随机系统；动态规划；滚动优化；对偶控制 

中图分类号：TP275 文献标识码 ：A 

Dual control strategy based on receding horizon 
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Abstract：The control of a stochastic system with unknown parameter was considered．A novel dual control algorithm based 

on receding horizon Was proposed．In dynamic programming functional equation，the Kalman fliter is used to estimate the state of 

such system，and the linearization method is applied to approximate the nonlinear cosbto-go"function with respect to posterior 

probabilities，the receding horizon strategyisthen propo sedto decouplethe coup~ngmlation between controlandlearning．Thus， 

the exp~cit recursive expression ofthe original unsolvable functional equation and a control law with easy impleme ntation ale 0b- 

tained．The perfonnance of the control law derived in this paper is also illustrated with an example．Th e simulation results show 

that the control law with dual property Can achieve preferable compromise between learning and contro1． 
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l 引言(Introduction) 

1960年，前苏联学者 Feldbaum在他的系列论文 

中阐述了对偶控制(dual contro1)的思想⋯1，2000年 

被 —IEE—E Control Systems Society列为 20世纪对控制 

领域最具影响力的25篇论文之一，而这一难题至今 

尚未得到解决． 

对随机系统施行最优控制，其对偶性质体现在： 
一

方面，控制信号迫使系统的输出趋向期望的目标 

(称为对系统的调节作用或控制作用)；另一方面，控 

制信号的作用还要有助于减小系统参数的不确定性 

(称为对参数不确定性的学习作用或估计作用)．这 

两种作用在控制律的实现中是矛盾的，前者往往要 

求控制信号的变化趋向平缓，而后者要求维持一定 

幅度的激励，因此对偶控制策略就是在控制和学习 

之间进行最佳折衷． 

收稿日期：2003—08—04；收修改稿 日期：2004—12—02 
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对偶控制的基本性质与特点已经得到了广泛的 

研究，文献[2～5]给出了较为全面的综述．动态规划 

是求解随机线性离散系统最优控制问题的有力工 

具．然而，对于具有未知参数的LQG问题，除了少数 

几个极其简单的特例外，在绝大多数情况下，最优控 

制的解析解无法得到．因此，寻求具有对偶特点的次 

优控制策略成为一种必然途径【 ．3 J． 

文献I6]研究了仅在输出方程中含有参数不确 

定性的对偶控制问题，采用最小方差方法得到了在 

统计意义下的最优对偶控制．对于更一般的情况，即 

在状态方程和输出方程中均包含参数不确定性，文 

献[7]运用嵌入原理和方差最小化方法获得了具有 

主动学习特点的次优对偶控制，然而，该控制律是开 

环控制，这是工程应用中所不期望的．对于具有参数 

不确定性的最小方差控制模型，文献[8]通过把一个 
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级控制问题用Ⅳ个单步控制问题来近似，每一步 

的性能指标中包含控制效果度量与未知参数辨识度 

量，尽管这种策略所获得的控制有对偶特点，但是明 

显地控制具有近似行为，因为单步控制只能保证下 
一 步的性能指标，不可能兼顾整个控制过程． 

事实上，求解对偶控制问题有两个难点：一个是 

未来时刻的后验概率与当前及以前时刻施加于系统 

的控制有关，同时确定当前时刻的控制又需要知道 

未来的后验概率，这样当前控制与未来后验概率之 

间形成一个环，如何打破这个环是必须解决的难点 

之一；另一个难点是，Bellman动态规划方程中的最 

优阶段损失函数不像LQG那样，在每一阶段没有一 

个闭合形式，因此，该方程根本无法递推求解，即使 

放弃解析解，转而考虑数值解，维数灾难不可避免． 

本文受文献[9]的启发，用滚动优化的思想克服了求 

解对偶控制问题中的两个难点，充分利用了控制过 

程中所获得的信息，在一定程度上既保留了优化的 

多步性，又得到了形式较为简单的解析解，同时保持了 

控制律具有对偶特l生，仿真结果表明了算法的有效性． 

2 问题的描述(Problem description) 

考虑具有参数不确定性的离散线性随机系统的 

最优控制问题 (P)： 
一 l 

rain E{ (iv) (iv)+∑[ ( )T ( )+ 
^：0 

“(k) Ru(k)]} 

S．t． (k+1)=A(0) (k)+B(0)“(k)+ (k)． 

k=0，1，⋯ ，N 一1， (1) 

，一(k)= C(0) (k)+W(k)，k=1，2，⋯ ，Ⅳ． (2) 

其中： (k)是 n维状态向量，“(k)是 r维控制向 

量，Y(k)是 m维输出向量， (k)，W(k)和 (0)为 

相互独立的高斯白噪声，其分布分别为 

(k)～ lV(O， )， 

W(k)～ lV(O， )， 

(0)～ lv(o，P(o))． 

A(0)，B(0)，C(0)为适当维数的矩阵，它们与参数 

0有关，并且为 0的线性函数．假定 0在整个控制过 

程中是未知常量，其取值于有限集合 = {0，， 

02，⋯， }，0的验前概率假定为 

q (0)= P(0=0 )，i= 1，2，⋯，s． 

性能指标中的 p，R为适当维数的半正定和正定对 

称阵． 

假定当前时刻为 k，k时刻控制器能够利用的 

实 时 信 息 为 = {Y(1)，’一(2)，⋯，Y(k)，“(0)， 

“(1)，⋯，“(k一1)}． 

对偶控制问题就是求具有如下形式的反馈控制律 

“(k)= ( )， 

使问题 (P)的性能指标达到最小． 

如果在问题(P)中，不含有未知参数 0，则系统 

中的不确 定性 仅 有来 自外 界 的随 机干 扰，即 

{ (k)}，{W(k)}．此类不确定性无法减少只能通过 

Kalman滤波进行最优估计，这就是经典的 LQG最 

优控制问题．在当前的问题 (P)中，未知参数 e模型 

化了另外一种不确定性 ，如系统运行中参数的变化、 

元件的故障及一些未知的动态行为．研究表明，通过 

设计具有学习作用的控制器，这种不确定性能够减 

少，甚至完全消除，参看本文给出的仿真实例． 

3 最优对偶控制(Optimal dual contro1) 

当 0=0 时，为书写方便，令 = (0 )， = 

B(0 )，c =C(0 )．定义露 (k l k)是k时刻第 个模 

型的状态估计，即 

露 (k l k)=E{ (k)l 0=0 ， }． 

上式可以用如下的K~nan滤波回归得到 

(k l k)=A (k一1 l k一1)+ “ (k一1)+ 

Ki(k)u (k)， (3) 

(k)=Pi(kl k一1)c [CiPi(kl k一1)+ ]～， 

(4) 

P (k l k一1)=AiP (k一1 l k一1) + ， (5) 

P (k 1 k)=[，一Ki(k)c ]P (k l k一1)． (6) 

其中： (k)=Y(k)一C 露 (k l k)是新息序列， 

Y(k)为系统的实际输出．定义 k时刻第 i个模型的 

后验概率为 

q (k)= P(0=0 }． 

根据文献 [6]，用 Bayes公式，基于 当前 的观测 

Y(k)，q (k)，能够递推计算 

q。( )：厶( )qi(k一1)／∑q (k一1) )． 
』=1 

其中初值 qi(0)是如前所述的已知的验前概率，且 

厶( )：l (k I k一1，Oi)I × 

exp[一 1 Ui( ) (k I k一1，Oi) ( )]， 

P’(k I k一1，0 )=C P (k I k一1，0 )c + ． 

定义 

J(k)= ( ) (k)+“(k) Ru(k)， 

k = 0，1，⋯ ，N 一 1， 

．，(N)= (Ⅳ)。 p (Ⅳ)． 
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根据期望算子的光滑性，使问题 (P)中性能指 

标达到最小的闭环最优控制是下面序列最小化问题 

的最优解： 

minJ= rain E{ (N) (N)+ 

∑[ ( )T ( )+ ( ) Ru( )]l，0}： 

minE{．，(0)+minE[．，(1)+⋯ + 

min E(J(N)l )⋯ 1o}． (7) 

为求解问题(7)，定义阶段损失函数 V ( )为 

时刻到终端时刻N的最优性能指标，即 

V ( 
⋯

min
⋯ 、
E{∑．，(J．)I，}， 

“( ) “【 一1) 
：  

。  

那么根据式(7) 

V ( )= 

i n
、
E／．，( )+

⋯

min
⋯ E[∑．，(J．)l + 】I ik}： 

u( ) u(“-1)．⋯．i』(、一I) 一．—叫l l 。 。 

mi E{J( )+V ( +1)l }． (8) 

边界条件为 V (N)=0． 

这就是求解问题 (P)的动态规划方程，理论上 

有了方程(8)，通过对其进行求解，就能获得所需要 

的对偶控制律．然而，问题的复杂性与困难从方程 

(8)才刚刚开始．事实上，时刻 以后的所有后验概 

率是未知，而 V ( +1)是未来后验概率的非线性 

函数，再加上期望算子的复合，导致了根本无法对方 

程(8)进行求解；与此同时，未来的后验概率依赖于 

时刻 及其之前的所有控制，而确定时刻 时的控 

制又要知道未来的后验概率，这是一个耦合．由上述 

分析可以看出，处理这类问题的主要思想在于设法 

打开这一耦合圈，下面将更为具体的分析这些困难． 

用动态规划原理，在时刻 N一1， 

(N一1)= 

E{．，(Ⅳ)+．，(N一1)+V (N)l 一 }： 

E{ (Ⅳ)T (N)+ (N 一1)T (N一1)+ 

“(N一1)TRu(N一1)l }： 

E{[A(0) (N一1)+B(0)“(N一1)+ (N一1)]TX 

p[A(0) (N一1)+B(0)“(N一1)+ (N一1)]+ 

(N一1)Tp (N一1)+“(N一1)TRu(N一1)l 一 }： 

∑qi(N一1){露 (N一1 l N一1)T× 

[A p，4 +Q]露 (N一1 l N一1)+ 

tr[(A p，4 +QP (N一1 l N一1)]+ 

2u(N一1)T日 露 (N一1 IⅣ一1)+ 

Ⅱ(N一1) [日 Q日 + j“(N一1)+trl∞ ．j}． 

(9) 

其中tr(·)表示矩阵的迹． 

求解原问题在 N一1时刻的最优控制，就是通 

过最小化式(9)，得到相应的 “ (N一1)．可以看出， 

函数 (N一1)是 (N一1)的二次凸函数，因此其最 

小解是唯一的．得到 “ (N一1)后，把其代入 (Ⅳ一 

1)，相应的最小值记为 V (N一1)．然后用动态规划 

导出的递推泛函方程(8)对 N一2时刻的最优控制 

进行求解，这时泛函方程(8)有如下形式： 

V (N一2)=rain E{J(N一2)+V (N一1)l 一 }． 
u( 一2) 

(10) 

如果 V (N一1)具有 问题中的闭合形式，继续 

对如上得到的各阶段的泛函方程反向递推求解，直 

至时刻0，就可以求出各时刻的最优控制 ．然而，对 

偶控制问题远远没有这么简单．这一求解过程出现 

两个困难：其一，随着控制的进行，信息序列 { }的 

维数不断增加，出现所谓的“维数灾”，这一困难用 

Kalman滤波(3)～(6)，可通过状态估计及其估计方 

差两个变量来总结系统在 时刻以前的信息，这样， 

系统在任何时刻的实时信息可用这两个变量来代 

替，从而解决了维数灾问题；其二，由式(9)可以看 

出，显然在 N一1时刻，最优控制 “ (N一1)为后验 

概率和状态估计的函数 ，这样 V (N一1)为后验概 

率 q (N一1)的非线性函数，使得 V (N一1)没有数 

学上的闭合形式，导致了无法对泛函方程(10)去求 

N一2时刻的最优控制 “ (N一2)，相应的 V (N一2) 

也无法求出．至此不能用动态规划原理去求解 N一1 

时刻以前的所有最优控制 “ (N一2)，“ (N一3)，⋯， 

“ (0)，这表明求解 LI 问题的有力工具一动态规 

划，对于问题 (P)已经无能为力．用动态规划求解 

经典的LI 问题有两个突出特点：一个是能够得到 

闭环最优控制的解析解，另一个是控制律的结构具 

有分离性 ．就计算的复杂性和控制律的反馈结构而 

言，对随机系统施行最优控制，这两点是人们所期望 

的．为使动态规划能够用于求解问题 (P)，本文引 

入对偶控制的思想，使求解问题得到简化．这样所求 

的控制同时具有控制与辨识特点 ．获得该控制的关 

键在于用滚动优化策略打开了当前控制与未来后验 

概率间的耦合．就这点而言，本文提出的算法被称为 

基于滚动优化的对偶控制算法． 

4 基于滚动优化的对偶控制(Receding hori— 

ZOR dual contro1) 

对于 LI 问题，可通过分离性原理和确定性等 
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价原理进行求解．首先，依据分离性原理，将控制与 

状态估计分离开来，通过求解 Bellman方程得到最 

优控制增益，运用 Kalrnan滤波方法得到状态的最优 

估计．再按照确定性等价原理，将控制增益和状态估 

计合成为控制律．然而，对于存在不确定参数的线性 

二次型高斯问题，分离性原理不成立 ．鉴于问题的困 

难存在于对控制增益的求解而不在于状态估计，采 

用如下的滚动优化方法对问题进行求解： 

针对于不确定参数 0 ，i=1，2，⋯，S，定义 

A =diag(Al，A2，⋯ ，A )， 

= [ _f， ，⋯， ]T， 

(后，Q)= 

diag(ql(后一1)Q，q2(后一1)Q，⋯，q (后一1)Q)， 

户(后一1)： 

diag(PI(七一1} 一1)，P2( 一1 J七一1)，⋯， 

(后一1 l后一1))． 

这样式(9)可以重新写为等价形式 

(N 一1)= 

T(N一1)[ T (N，p) + 

(N，Q)] (N一1)+trEaT (N，Q) 户(N一1)]+ 

2MT(N一1) (N，9)A2(Ⅳ一1)+ 

／／,T(N一1)[ T (N，9) +R]／／,(N一1)+ 

tr【 J． 

关于 ／／,(N一1)最小化上式，则有 

／／, (N一1)=一厂(N一1) (N一1)． (11) 

其中 

厂(N一1)：D(N一1)一 T (N，O)A， 

D(N一1)= T (N，9)百+R， 

(N一1)： 

[露．(N一1 l N一1)T， 

露2(N一1 J 一1)T，⋯， (N一1 J N一1)T 

把最优控制(11)代回 (N一1)，有 

(N 一1)= 

T(N一1)S(N一1)) (N一1)+ (N一1)． 

(12) 

其中 

s(N一1)= T (N，Q)A+ (N， )一 

厂T(N一1)D(N一1)厂(N一1)， (13) 

(N一1)=tr[aT (N，0)AP(N一1)]+tr[∞ ]． 

由于 厂(Ⅳ 一1)是 (N，9)的非线性 函数，而 

(N，Q)又是后验概率 q (Ⅳ 一1)的函数，根据 

式(13)，S(N一1)为后验概率q (N～1)的非线性函 

数．随着控制的进行，s(N一1)的复杂程度也不断 

增加，这就是求解最优对偶控制的本质困难，用不同 

的方法克服这一困难，可以产生不同的次优控制律， 

然而由于目前的系统模型中存在不确定性参数，因 

此期望所获得的次优控制具有学习特点，为达到这 
一 目的本文采用下面的方法． 

由于在 N一1时刻的前一时刻 N一2的后验概 

率 q (N一2)( =1，2，⋯， )是已知的，因此，在 

q，(N一2)处，对S(N一1)进行线性近似，即把 S(Ⅳ一 

1)在 q，( 一2)处一阶展开、忽略高次项，这样就可 

得到 S(N一1)的近似表达式 

(N一1)： 

ql(N一1)Ul(q(N一2))+ 

q2(N一1)U2(q(N一2))+⋯ + 

q (N一1)Us(q(N一2))． 

其中：Ui(q(N一2))与 q (N一1)无关，仅与q (N一 

2)有关，而 q (N一2)在 N一1时刻是已知．这样 

s(N一1)关于每个 q (N一1)是线性的． 

动态规划方程(8)，在 N一2时刻的形式为 

(N 一2)= 

rain E{J(N一2)+ (N一1)l 一 }．(14) 
“(N一2) 

在上面的式(14)中，用 s(N一1)代替 (N一1)中 

的 S(N一1)有 

(N一2)： 

E{x(N一2)T (N一2)+u(N一2)TRu(N一2)+ 

(N一1)+ T(iv一1)雪(Ⅳ一1)2(N一1)l，，v一 }． 

由于 s(N一1)为 q (N一1)的线性函数，因此上式 

中的第四项可以用期望算子的光滑性显式求出，用 

与 N一1阶段相同的方法，对 (N～2)关于 (Ⅳ一 

2)求极小，可以推导出 N一2时刻的控制为 

M (N一2)：一厂(N一2) (N一2)． 

其中 

厂(N一2)：D(N～2)一 T (N一1，雪(N一1)) ， 

D(N一2)=B。 (N一1，S(N一1))B+R． 

把 (N一2)代人对应的 (N一2)，可以得到时刻 

Ⅳ一2的最优性能指标的近似解析表达式，其形式仍 

然是二次型，即 

(N一2)= 

( 一2) (N～2)2(N一2)+ ( 一2)． 

再用与 N一2时刻类似方法，在 q (Ⅳ一3)处，对 

S(N一2)进行线性化，得到 
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S(N一2)= 一N q (N 一2)U (q(N一3))， 

这样可以得到 一3时刻的控制． 

如上所述，继续类似的推导，能够得到一个简单 

而具有解析表达形式的次优控制 

H (k)：一r( ) (k)，k：0，1，⋯ ，N 一1． 

上述控制策略与文献[9]主要区别在于，在对 

S(k)近似时，针对的是由滚动优化得到的后验概 

率，而不是初始的先验概率．显然，随着控制的不断 

进行，后验概率必然逐渐接近真实参数的概率．如果 

在对 S(k)进行近似时，仅针对初始先验概率，而不 

考虑当前时刻的后验概率，就未能够充分利用所得 

信息．因此，在文献[9]的基础上，提出“滚动”优化 

的方法是很 自然的想法．即，将权值表达式 S(k)关 

于当前时刻的后验概率 q(k)进行线性近似，得到控 

制量后，施加于系统，观测输出，再次更新后验概率， 

再重新对 S(k)进行线性近似得到 S(k)，从而算出 

新的控制量，直到整个控制过程结束． 

滚动优化算法较针对先验概率的近似方法而 

言，由于在整个过程中都需要反复运用动态规划的 

方法，对权值表达式 S(k)进行近似，增大了运算 

量．然而，由于对信息的充分利用，获得了较好的控 

制效果．这种以牺牲简洁性换取的控制效果，是对偶 

思想的具体体现．从上述推导过程可以看出：本文提 

出的滚动对偶控制算法，一方面。把未来未知的后验 

概率固定在当前已知的后验概率上，打破了控制与 

后验概率间的耦合 ，同时保证了所得的控制具有学 

习特点，但是显然，这种控制是开环控制，因为它忽 

略了控制器未来的学习作用；另一方面，在每个时刻 

k，对 V (后)中的 S(k)，在前一时刻的后验概率 

q (k一1)处进行线性化，保证了动态规划的顺利运 

用．但是值得指出的是：滚动对偶控制律的产生基于 

上述的近似．因此，所得到的控制尽管有对偶特点， 

但必定是次最的，至于最优对偶控制，目前还是一个 

挑战性课题． 

5 仿真分析(Simulation analysis) 

考虑如下包含参数不确定性的二阶系统 

(k+1)=Ax(k)+Bu(k)+W(k)， 

Y(k)= Cx(k)+ (k)． 

其中：A=[ 】，B=Eo．050 1 1 0 20 ，o． ， L 
．  一  

． 

J ’ 

C=l0．3，0．7]，Q =0．4，R =0．3．不确定参数 

∈ ={ l， 2}，性能指标为 

．，=E{X(50) (50)+ 

． ∑[ (k)T (k)+“(k)Ru(k)]}． 
= 0 

初始信息 Jro为 q(O)：[0．5，0．5 初始状态 (0) 

的均值为[0，一6 3 ’，方差为二阶单位阵 ，2．给定 。： 

0．1， 2=0．9， 1对应的模型为真实模型．采用不同 

的控制策略对系统施行控制．最优控制为参数已知 

时，即 = ．，由动态规划得到的控制律；非真实模 

型的控制是参数 02对应的动态规划的最优解；基于 

先验概率近似的对偶控制是采用针对初始先验概率 

q(0)求解次优控制量，这是一种固定近似方法；基 

于滚动优化的对偶控制如前所述．图 1～3分别表示 

了100次Monte Carlo仿真的性能指标和单次运行 

控制量和单次运行各模型的后验概率．图中：k为运 

算步数，．，为性能指标，“为控制量，P为后验概率． 

图 1中，对偶控制算法的性能指标明显优于非 

对偶控制，滚动优化算法的性能指标在前期较基于 

先验概率近似的对偶控制有较小的性能指标．这说 

明该算法在该阶段有更好的辨识与控制的权衡．随 

着控制的进行，辨识也逐渐结束，滚动优化控制的优 

势逐渐失去．滚动优化控制与基于先验概率近似的 

对偶控制趋于重合． 

图 1 Monte Carlo仿真 

Fig．1 Monte Carlo simulations 

参照图2和图3，分析控制与探测的过程．可以 

看出，在对偶控制对系统的辨识结束(正确模型后验 

概率趋于 1，非正确模型后验概率趋于 0)以前，即大 

约在 20步前，4种控制的控制量区别较大，但滚动 

优化的控制更接近最优控制，因而确保了较小的性 

能指标．在辨识结束后，由于探测出正确的参数，对 

偶控制和最优控制保持一致．非对偶控制无法消除 

不确定性，故控制量与最优控制存在偏差． 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


控 制 理 论 与 应 用 第 22卷 

k／步 

图 2 控制律 “ 

Fig．2 Control law “ 

k／步 

图 3 后验概率 P 

Fig．3 Posterior probabilities P 

对上述系统，改变不确定参数的取值，分别进行 

100次 Monte Carlo仿真，表 1给出了不同不确定参 

数下各种控制算法的性能指标．由表 1知，不确定性 

的加大( ， ，差值的加大)，引起性能指标的增加． 

非对偶控制的性能指标明显较大，其原因在于没有 

考虑不确定性的因素．基于滚动优化的对偶控制较 

固定近似对偶控制的性能指标小，是充分运用了计 

算得到的后验概率中所包含的信息的结果． 

表 1 不同不确定参数下Monte Carlo仿真}生能指标比较 
Table 1 Performance index ofMonte Carlo runs comparison 

for different uncertain pararmtets 

6 结论(Conclusion) 

本文分析了求解最优对偶控制问题的难点，对 

于有参数不确定性的 LQG控制问题，引入 Kalman 

滤波解决信息集的维数增长问题，通过对阶段损失 

函数中权值矩阵关于前一时刻的后验概率进行线性 

化近似，打破了当前控制与未来未知后验概率的耦 

合环，克服了Bellman方程中遇到的困难，从而得到 

了简单并且具有解析形式的阶段损失函数的表达 

式．为了更好的保持控制算法的对偶特性，充分利用 

得到的信息，运用了滚动优化的策略求解该问题．仿 

真表明，本文提出的次优控制方法，较好的解决了控 

制与探测的矛盾与冲突，消除了系统中的参数不确 

定性，呈现出良好对偶的特性 ． 
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