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摘要：采用拉格朗日动力学方法和非完整动力学罗兹方程建立了三连杆移动机器臂运动学和动力学模型，并 

且利用该模型采用了人工势函数方法来驱动移动机械臂系统绕过障碍物到达目标位置 ．仿真的结果证明了该模型 

的正确性及其规划方法是有效的． 
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M odeling and motion planning for a three-link mobile manipulator 
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Abstract：This paper sets up the kinematics and dynamics models ofthree-link mobile manipulator by using Lagrange ay— 

namics equation and nonholonomic dynamics Routh equation，and the method of artificial potential function is appfied to the mo· 

bile manipulatorto avoid collisionwith the obstaclesand reachitstarget．The results of simulationillustratethe validity ofmodel· 

ing and the effectiveness of this me thod． 
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l 引言(Introduction) 

移动机械臂系统是将机械臂安装在移动机器人 

上，因而其比单个移动机器人系统或机械臂系统具 

有更大的操作空间和更高的灵活性，且其应用范围 

也比单个系统宽的多，但由于移动机械臂系统比单 

个系统更为复杂，因而给控制和规划带来了更大的 

困难，为了完成每一具体的工作，移动机械臂系统必 

须协调好移动机器人和机械臂的运动． 

目前，对于移动机械臂的控制与规划，一些学者 

如Y．Yamamoto等提出了一些方法 J̈，但移动机械 

臂系统在运动的过程中需要保持机械臂静止不动， 

这就降低了移动机械臂系统规划的效率．文献[2]采 

用了前向递归的方法建立移动机械臂的动力学的模 

型，但需要一个复杂的程序来解决其驱动力问题．在 

路径规划方面，文献[3，4]从运动学模型的角度讨论 

了移动机械臂系统的路径规划方法，但没有考虑动 

力学模型，这对具有较大重量和惯性的机械臂系统 

来说是很不够的．A．Mohri等利用所建立的梯度函 

数，采用叠代方法解决了机械臂系统的最优路径规 

划问题 J，该方法主要适合用于全局路径规划．本文 

旨在利用拉格朗日动力学方法和非完整动力学罗兹 

方程建立移动机械臂系统的精确模型，并且采用人 

工势函数方法驱动其到达 目标位置．由于人工势函 

数方法可以用于局部路径的实时规划 J，并能够广 

泛应用于反馈控制 J，因而其规划方法更加有效． 

2 运动学模型(Model of kinematics) 

考虑某一移动机器人，移动机器人平台的两后 

轮分别采用独立的马达驱动，在移动机器人的平台 

上的质心位置装配一个 3连杆机械臂，其绞点位置 

各由一个马达驱动，连杆 1可绕 z轴转动，连杆 2，3 

可上下转动，其结构如图 1所示．由于移动平台由两 

马达驱动，其轮子与地面的约束为非完整约束，以两 

后轮的中点位置 P( ，Y)作为参考点，可得到其运 

动方程 
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A(q) =0． (2) 

其中A(q)=[sin9 一c0s 0 0 0 0]．取 A(q) 

零空 间的一组基 S(q)： 

S(q)= 
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方程(2)可写成 

= S(q) ． (3) 

其 中： = [W， Wf W口l W口2 W口3]，W口 l， 

W口 = 2，W口 = 3；Wf，W，为左、右轮转速，尺为轮子 

半径，D为两后轮之间的距离， 为机器人平台方 

向；0l，02，03为3连杆各自的转角． 

假定机械臂的3连杆其各 自的转角分别为 ， 

2，03；Zl，Z2，Z3为连杆长度，由图 1可得到 A点的位 

置为 

XA= c+12cosO2cos( +01)+ 

／3cos(02+03)cos( +01)， 

=Yc+12cosO2cos( +01)+ (4) 

／3cos(02+03)sin( +01)， 

= 1l+／2sin02+13sin(02+03)． 

其中： c= +dcos9，Yc=Y+dsin9，d为质心C 

与 P之间的距离，对方程 (4)求导，并取 ： 

[戈A 戈 ] 和 = 

[W Wf W口
，

W口
，
W口 ]，则有 

= Jv． (5) 

其中 ．，矩阵中的元数为 l， 2，03， 的函数，即 

．，f， = ( l， 2，03， )． 

起始 

O 

目标位置 

图 1 移动机械臂及其工作环境 
Fig．1 Mobile manipulator and its environment 

3 动力学模型(Model of dynamics) 

建立机械臂系统动力学模型，本文采用了拉格 

朗日动力学方程，该方程为能量的平衡方程，其更适 

合于分析相互约束下的多个连杆运动．参考图 1，可 

以得到移动机械臂系统的动力学模型，具体的推导 

见附录 I． 

M(q) +V(q， )+G(q)=B(q)r—A(q)‘ ． 

(6) 

将方程(3)求导代人方程(6)并消除 ，可得到 

M(q)移+V(q， )+G(q)=B(q)r． (7) 

其中 

(q)=STMS， (q)：5T( +MS )， 

(q)=STG，百(q)：ST ． 

参考移动机械臂的输出方程(5)，可将方程(7) 

转化溪 

(q) + (q， )+ ： 百 (q)r． (8) 

其中： ： ．，～， ： 一 ．，一．，， ： ，否：百． 

4 运动规划(Motion planning) 

采用势函数方法[ ]来使移动机械臂系统完成其 

运动规划．在移动机械臂系统的运动规划中，障碍物 

的避开是一个处理的难点．在处理工作环境中的障 

碍物上势函数方法是将其看作一个斥力场，当移动 

机械臂系统靠近障碍物时，就要受到斥力场的排斥 

作用，越靠近障碍物其排斥力越大，当接近障碍物 

时，其排斥力为无穷大；而规划的目标则看作一个引 

力场，这样在工作环境中运动的移动机械臂在吸引 

力和排斥力的复合作用下能够有效地绕过障碍物而 

到达规划的目标位置． 

假定移动机械臂系统的工作环境存在 n个障 

碍物，则人工势函数可表示为引力势函数和斥力势 

函数之和，即 

州 ( )= d( )+ 。 (X)． (9) 
i=1 

其中： 州( )表示移动机械臂系统在某个位置总的 

人工势函数， (X)为引力势函数， 。 (X)为第 i个 

障碍物对移动机械臂系统的斥力势函数． 

作用在移动机械臂系统上的假想力可表示为 

F州( )= ( )+∑ ( )． (10) 
= 1 

其中： (g)=一7 (g)为目标吸引力， (q)： 

v 。 (q)为第 i个障碍物排斥力． 

假定规划的目标位置为 ，移动机械臂系统的 

位置为 ，其势函数可表示为 
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=  后 ( 一 ) ． (11) 

其吸引力为 

一  一  一  )一 (12) 

其中 k 为常数． 

取障碍物的势函数l6j为 

： {吉后。c 一 ，if p≤P。， 。3 
【0， if p > PO． 

其排斥力为 

：l后。c 一 【 】 ，ir P≤P。， 
【0， if p > ／90． 

(14) 

其中：ID，ID0分别为移动机械臂系统到障碍物表面的 

距离和l临界距离，k 为与速度有关的常数． 

当移动机械臂系统在未知的环境中工作时，障 

碍物的避开必须借助于移动机械臂系统的视觉传感 

器，但障碍物表面的完全重建必须从障碍物多个角 

度来检测，这实际上在规划的过程中是很难做到的． 

在此利用传感器仅仅对扫描到的部分进行重建，这 

样重建的函数仅仅为障碍物函数的一部分，即 

f( ，)，，z)=0， 

al< < bl， 

a2< )，< b2， 

a3< z < b3． 

图 2 左、右轮驱动力矩 

Fig．2 Driven torque of left and right wheels 

图 3 各联杆驱动力矩 

Fig．3 Input torque of links 

(15) 6 结论(Conclusion) 

其中 n。和b。，n2和b2，n3和 b3分别为传感器扫描到 

的障碍物在 ，)，，z轴上的范围． 

由方程(8)(10)(12)(14)和(15)，并取 r= 

百 ( + )，则可驱使移动机械臂系统完成 

其运动规划． 

5 仿真(Simulation) 

为了验证移动机械臂系统模型的正确性和运动 

规划的有效性，对其进行了仿真，假定移动机械臂系 

统工作的环境如图 1所示 ．其由初试位置 = 

( ZAs )运动 到 目标 位置 = 

(XAd d zAd yd)，对于固定的 ，由其位置 

坐标，可以通过下列方程计算出机械臂的转角 0．， 

02，03．假设 =(2，0，1，0，0)， ：(5，5．97，1，5， 

4)， =0， =30~，则可得到 0l ：0o，02 ：60~， 

03 =1 和Old：6 ，02d：1 ，03d：2if'．取 =2， 

k0=1，仿真的结果见图2，3所示(图中 为力矩)． 

本文讨论了移动机械臂系统模型和运动规划问 

题．首先利用拉格朗 日动力学方法和非完整动力学 

罗兹方程建立移动机械臂系统的运动学和动力学模 

型；其次采用了人工势函数方法，目标位置的吸引力 

和障碍物的排斥力能够驱动移动机械臂系统从初始 

位置绕过障碍物运动到目标位置，仿真的结果证明 

了该模型的正确性和运动规划的有效性． 
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附录(Appendix)： 

动力学模型的推导 ． 

设 rl，r2，r3分别为联杆质心到端点 的距离，如图 1所 

示 ．联杆 1的质心坐标可表示成 

(16) 

其中：L=T—U，Q为作用于移动机械臂系统的平台和连杆 

的作用力或力矩，̂ 为拉格朗日乘子．将移动机械臂的动、势 

能方程代入上式，经化简则可得到 

M(q)口+ (q，口)+G(q)=口(q)r—A(q) ． 

其中 

M(q)= 

且 Mo=mo+ml+m2+m3，为移动机械臂总质量；矩阵中的 

其他元数为 01，02，03， 的函数 ，即 
． 

=  (0l，02，03， )； 

(g，口) = [ 
。 

Vo ]，且 =f3(Ol， 

02，03，妒)； 

Xl+r2cosO2cos(妒+01)， 

yl+r2cosO2sin( +01)， (17) 

zl+r2sin02． 口(g)= 

X3=Xl+12cosO2cos(妒+01)+ 

r3COS(02+03)cos(妒+01)， 

Y3=yl+r2cosO2sin( +Oi)+ (18) 

r3cos(02+ 3)sin( +01)， 

3 ll+12sinO2+r3sin(02+03)． 

则其总动能 口】表不 为 

7'= 1 
m。(瑶+ 毛) 1 1 m。( }+ i)+ 

-，。( +f》。) + 1 m ( ；+ ；)+ 

{-， [( +f》。) +f》；]+{m ( ；+ )+ 

寺J3[( +f》1) +(f》2+f》3) ]． (19) 

总势能为 

U=mlg l+m2g(Z1+r2sinO2)+ 

m3g[zI+／2sinO2+r3sin(02+03)]． (20) 

综合非完整约束方程(1)，由广义坐标系非完整动力学罗兹 

方程 

d

，

． 3 L )
一  

3L
： Q+A(g) ． (21) f g 一 A L · (z 

l 
。∞  

1 ． 
吼 “ 
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0 

l 
。∞  

1 ． 
“ 

0 

0 

0 

O 0 O 

0 0 0 

l 0 0 

0 1 0 

0 0 l 

G ：【0 0 0 0 3U 

= m gr cos +m g[ cos + 

r3COS(02+03)]+r3cos(02+03)]， 

：m os(̈  ， 

r=(r rf rl r2 r3)， 

， ，rl，r2，r3分别为平台轮子左右驱动力矩和三联杆机械 

臂 马达的驱动 力矩 ． 
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