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摘要：切换循环组合系统具有广泛的实际背景，生物学中的“超循环”是其中之一．本文研究了这种切换系统在 

任意切换律下的二次稳定性 ，循环矩阵的结构特征为解决这个问题提供了有效的方法 ．此外，拟循环组合系统，一 

种扩展的循环组合系统，也作为本文研究的对象，给出这种组合系统的简化降阶方法．最后，针对切换循环组合系 

统的仿真算例验证 了文中的主要结果． 
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Analysis of basic pelforlnallces 

for switched circulant composite systems 

LI Jian—hua，SU Rui，LI Yan—ping，ZHAO Jun 

(Key Lab of Process Industry Automation of Ministry of Education，School of Information Science and Engineering， 

Northeastern University，Shenyang Liaoning 1 10004，China) 

Abstract：Switched circulant composite systems possess a、vide background in practice．such as“hypercycles”in biology． 

The qnadratic stability of this kind of switched systems is studied under arbitrary switching．In this process，the sb-uctural charac— 

ter of circulant matrices plays all important role．Besides，a method for simplifying and reducing the order of an extended circu— 

lant composite system is also given．Finally，the sim ulation of switched circulant composite system verifies main results． 

Key words：switched circulant compo site systems；circulant ma trix；arbi~ary switching laws；common quadric Lyapunov 

function；block decoupling 

l 引言(Introduction) 

降阶是处理组合系统的常用方法，根据组合系 

统的结构特性，寻求降阶方法已被许多研究者_】 J 

所关注．文献[6，7]详细地描述了循环组合系统的实 

际背景，文献[8]研究了对称循环组合系统的几个控 

制问题． 

本文将循环组合系统向两个方向扩展：一是切 

换循环组合系统；二是拟循环组合系统——具有类 

似于“循环”结构的组合系统．事实上，生物学中的 

“超循环”【。J是切换循环组合系统的具体模型；而以 

r一分块循环矩阵_】0l为系统矩阵的组合系统就是拟 

循环组合系统中的一种．循环矩阵的特殊性质，为研 

究切换循环系统在任意切换律下的渐近稳定性以及 

公共李亚普诺夫函数的建立起着重要的作用．此外， 

由循环组合矩阵扩展到拟循环组合矩阵，本文研究 

这种组合矩阵的结构性质，并利用得到的结果将拟 

循环组合系统简化降阶，从而可方便地讨论拟循环 

组合系统的一些基本性能，如系统的稳定性．最后的 

仿真检验了文中研究成果． 

2 系统描述(System described) 

定义 1 L 5l 矩阵 

A = 

Al A2 

AⅣ Al 

A2 A3 

AⅣ 

AⅣ
一 l 

● 

： 

Al 

称为循环组合矩阵。简记 ：cl(A1，A2，⋯，AJv)． 

这里 A ∈R - (m =1，2，⋯，Ⅳ)称为循环元素． 

特殊地，如果 A ．=a ∈ ，则矩阵(1)称为循环矩 

阵，记 A =cl(al，a2，⋯，a )． 
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令E=[e ]NxN(e12=e23=⋯ =eⅣ一1，v=e；vl= 

1，其余 e =0)，则循环组合矩阵(1)可表示成 

： ∑E 一 Am(这里E。=，)． 

称 E为循环结构矩阵 ̈一． 

定义 2 矩阵 

～

： ∑ 一 A (这里 ：J) (2F 2) = A (这里 =J) () 

称为拟循环组合矩阵．其中 日 ∈ Ⅳ称为拟循环 

结构矩阵，A ∈ - (m =I，2，⋯，Ⅳ)称为循环 

元素． 

定义 3 切换系统 

{ 至； +云u ， ∈M：{1，2，⋯， ，} 【Y
：  

( X
． 

一  一 ’ ’ 

(3) 

称切换循环组合系统，如果 

系统矩阵 
‘J)：cl(Aly)，⋯，A )，A ∈曼 × ； 

控制矩阵 

云‘，)：cz(Bli)，⋯， )， ∈R × ； 

输出矩阵 

‘，)=cz(Cli)，⋯，c ’)，c ∈ ． 

其中：状态 =( _f， ，⋯， ) ，X ∈ ；控制 

= (u_f，u ，⋯，u ) ，u ∈ R ；输 出 y =(j，_f， 

j，j，⋯，yT)T Y ∈ ． 

定义 4 系统 

Y VX

一 ’ (4) 

【 = 

称为拟循环组合系统，如果 

系统矩阵 

F～：∑月m一 A ，A ∈ n×n； = 月 A ，A ∈ ； 

控制矩阵 

～  ]  ， “ 

w = ， ∈ ； 

输出矩阵 

～

V：∑ 一 cm，cm∈ ． = cm，cm∈ ． 

其中日 ∈R Ⅳ状态、控制和输出同上． 

显然，在定义4中，如果 日 =E，则系统(4)就 

是循环组合系统．为讨论方便，引进以下记号[11]： 

叫 ：。。 +iSi ， (5) 叫m 。。 —— + m—— ， L) 

{ =(叫0m，叫lm，⋯，叫N - ) ， (6) 

G =(毒1，毒2，⋯，毒／v)／v ／v， (7) 

G = G J ． (8) 

注意：式(8)中J 是凡阶单位阵，G 为可逆阵是因为 

G是可逆的，并且 =G J ． 

引理 1[ j 对于循环矩阵 A = cl(Ⅱ1，Ⅱ2，⋯， 

Ⅱ，v)，有 G一 AG =diag( 1， 2，⋯， ／v)．其中：G由式 

(7)给出， =Ⅱ1叫0m+a2叫1 +⋯+aN叫N - 为A的 

特征值．同理，对于循环组合矩 阵 A = cz(A ， 

A2，⋯，A／v)(注意A ∈ - )，取 G =G J 及 

： ： G一 J 
．
，有 

． 

： diag(A一1，A一2，⋯， 

N 

／v)，其中 =∑叫k -IA (m=1，2，⋯，Ⅳ)． 
= l 

N 

引理2 拟循环组合矩阵 ：∑Ha一 
m ： l 

A (A ∈曼 - )，如果矩阵 日相似于对角阵，即存 

在可逆阵 使得 一 日 =diag(,u1， 2，⋯， ／v)．取 

= T J 及 于 =T J 
．，则有 = 

N 

diag(A一1，A一2，⋯， ／v)，其中 =∑ k _lAm ． 

证 直接代入即可验证 ． 

3 主要结果(Main results) 

引理 1中的 G G 
． 
与循环元素 A1，A2，⋯， 

A 无关，这是循环组合矩阵一个重要结构特征，它 

为切换循环组合系统的简化降阶提供一个方法． 

定理 1 对于切换循环组合系统(3)，取共同的 

状态变换 ： ，这里 ：G J ．则切换系统 

(3)可变换成 

f ： ( ) +秀( ， 

{一 一 ∈肘={I，2，⋯，k}． Y
= C X ． 

(9) 

其中： =(G一 J ) ， =(G一 J ) ， = 

(GI1 )y；对 V ∈肘，有 
N 

‘ )
： diag(AI])，⋯， )， ( ) ：∑叫k -l A( j)； 

k=1 

，v 

秀‘ )=diag(Blj)，⋯， )， ：∑叫k - ； 
k=1 

，v 

‘ )=diag(CI])，⋯， )， ：∑叫k - c ． 
k： l 

证 将状态变换 = 带入切换循环组合 

系统(3)中，再利用引理 1整理即可得式(9)． 

由于 ‘ ，秀‘ 和 ‘ V ∈肘)都是分块对 
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角阵，如再记 ： ( _f， ，⋯， ) ，u = ( ， 

，

⋯

， ) ， =(岁T，岁j，⋯， ) ，则系统(9)可分 

解成 ，v个彼此独立切换系统如下： 

xl： { l+ { ’ul，Yl= { l， 

x2： 5 ’ 2+ 5 u 2， 2= 2， 

(1o) 

： + u ，Y = ， 

_『∈ M． 

从结构上看，系统(10)比系统(3)要简化的多．显然， 

这种简化是有利于系统的某些性能指标的研究和设 

计．例如，考虑切换循环组合系统(3)对应的切换 自 

治系统在任意切换律下二次稳定性，经状态变换 

：  后，对应的式(10)就是 

xl： {J)xl， 

， ：  5J)x，， ‘ 
．

‘  “

J∈ M (11) 

，v ： ，v， 

有 F面的定理 ： 

定理 2 如 果每 个 n维切 换 系统： = 

( ∈ M)在任意 的切换律下是二次稳 定 

(m =1，2，⋯，N)，则切换循环组合系统(3)对应的 

自治系统在任意切换律下是二次稳定． 

证 由已知，对每个矩阵组 { }，存在公共 n 

阶Hermite正定阵 ，使得一切 ∈ 有( ) 

+ <0(m =1，2，⋯，Ⅳ)．取 

( )： ( ： ) ： X． (12) 

其中：G 由式(8)给出，P =diag(Pl，P2，⋯， )． 

下面说明 ( )是切换系统(3)的公共二次李雅普 

诺夫函数．事实上，这只需说明对任意的 ∈ M， 

( ‘ ) ( ) ： +( ： ) ： ( ( )<0． 

对上述矩阵做合同变换，取 ( ) 和 分别左乘和 

右乘上述矩阵，可得 

[( ( ) ( ： ) +( ) ( ] ： 

( ) ( ( ’) ( ： ) +面 ( ) ： 

( ： ‘ ) +面 ： ( ) ： 

( ( + ( )： 

diag(( } ) l+Pl } ，( 5 ) 2+P2 { ，⋯， 

( ) +坼  ’)<0． 

定理 2的意义在于，研究一个 N·n维的切换组 

合系统(3)的二次稳定性问题，可转化为研究 Ⅳ个n 

维切换系统的二次稳定性问题．显然，这是对原问题 

的一个较大的简化．下面继续讨论拟循环组合系统 

(4)的简化降阶方法． 

定理 3 对于拟循环组合系统(4)，如果循环结 

构矩阵 日 相似于对角阵，即存在可逆阵 ，使得 

T-。HT=diag( 1， 2，⋯， ，v)．取状态变换 X=T 

，这里 = 厶．则式(4)变换成 

rX = F X + W ， 

{ ～ (13) 
L y ： ． 

其中 

： ： X， = ll， = Y， 

Ⅳ 

： diag( l，A 2，⋯， ，v)， ：∑ lA ， 
： 1 

，v 

： diag( l，B一2，⋯， ，v)， ：∑ ， 
：1 

，v 

： diag(一C1，一C2，⋯， Ⅳ)， ：∑ c ． 
：1 

证 仿定理 1的证明，详细从略． 

由于式(13)中的矩阵 ， 和 均是分块对角 

阵，所以系统(13)与系统(10)除切换概念外具有相 

同的形式．显然，这对于研究原系统(4)的某些性能 

或控制器的设计有较大的改善． 

4 仿真(Simulation) 

考虑切换循环系统 

= A (J=1，2)， 

其中 
(̈ ：cz(一3，2，一1)， (2)：cz(一4，一3，5)， 

在任意切换律下的二次稳定性并构造公共的二次李 

雅普诺夫函数 ．这里 n=1和 Ⅳ =3，由式(5)得 

l= 1， 2= 一0．5+0．866i， 

( 3=一 0．5—0．866i． 

取共同的状态变换 X= ，这里 =G I 及 

G由式(7)给出．则原切换系统变换成如下形式： 

X=A(， ( =1，2)． 

其中 

(̈ ：diag(_2，一3．5+2．6i，一3．5—2．6i)， 

( ：diag(一2，一5+2．31i，一5—2．31i)． 

这意味着 

{̈ ：一2， 5̈ ：一3．5+2．6i， 

；̈ =一3．5—2．6i， f ：一2， 
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5 ：一5+2．31i， 5 )：一5—2．31i． 

由定理 2，如取 P1：1，P2=1，P3=1，就有 

( ) )，n+P ’<0(j=1，2，m =1，2，3)． 

这样 

P =diag(P1，P2，P3)= ，， 

= G一 ，1= G～ = 

1 
_ _— —  

3 

l 

一 0．5—0．866i 一0． 

一 0．5+0．866i 一0． 

( ) = 1，
， 

从而公共 的二次 李雅普诺 夫 函数 为 V(X)= 

( ) 面 ： XHX．随机取初值为 (0)= 

(0．3，一5．1，2．1)T，仿真结果如图 1所示． 

图 1 切换循环系统的状态响应 

Fig．1 State response of the switched circulant system 

5 结束语(Conclusion) 

循环矩阵的结构属性，可将切换循环组合系统 

的各个子系统同时按块解耦 ．这样，切换循环组合系 

统的许多性能指标等价于若干个低维切换系统的对 

应的性能指标．显然，这对于一般的切换组合系统是 

做不到的．拟循环组合系统是循环组合系统的扩展， 

本文同时也给出这种系统的简化降阶的方法． 
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