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线线线性性性时时时滞滞滞关关关联联联大大大系系系统统统的的的分分分散散散α−镇镇镇定定定
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(华南理工大学自动化科学与工程学院,广东广州 510640)

摘要: 通过分析线性时滞关联大系统超越型的特征方程的根的分布,并结合线性矩阵不等式(LMI)技术研究了
含多个不确定常时滞的线性时滞关联大系统的可分散α−镇定问题,得到了相应的分散α−反馈控制律.不同于一般
的结果,本方法得到的分散控制器不但使得系统可分散镇定,而且还可以确定闭环系统特征方程的根的实部的上
界. 结果表示为LMI形式,易于进行数值处理. 最后以一个数值例子显示了所得结果的有效性及其应用方法.
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Decentralized α−stabilization for linear interconnected
large-scale time-delay system

PENG Da-zhou, XU Bu-gong
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Abstract: The decentralized α−stabilization for linear interconnected large-scale time-delay system is studied by ana-
lyzing the distribution of the roots of their transcendental characteristic equations and using LMI (linear matrix inequality)
technology, and corresponding decentralized α−feedback control law is obtained. Being different from common results,
the obtained decentralized controller not only ensured the system robust stabilization, but also let the real part of all roots
of the closed loop system’s characteristic equation be less than a certain upper bound. The result is presented in the form of
LMI problem so that it was easy to be calculated. Finally, a computation example is given to illustrate the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
关联大系统广泛存在于现代工业、交通运输、网

络、社会经济等领域中,一般而言,大系统具有规模
庞大、结构复杂、系统模型维数高等特点,由于分散
控制有效地避免和降低了集中控制所存在的设计复

杂、成本过高、调试维护困难及物理上难于实现等

问题,因此在关联大系统的控制问题上人们普遍采
用分散控制技术. 另外,由于实际的系统中普遍存在
着时滞,而时滞通常又是导致系统不稳定的重要原
因,因此时滞关联大系统的分散控制问题得到了研
究者们广泛的关注并已取得不少成果[1∼7]. 然而,现
有的研究结果基本上不涉及闭环系统的极点分布信

息.而另一方面,对于实际的控制系统而言,稳定性
只是系统控制的最基本要求,除此之外,一个性能良
好的控制系统还必须满足其他动态性能指标(如衰
减率、响应速度等)的要求. 考虑到系统极点和系统

性能之间的重要关系,研究包含闭环系统极点信息
的大系统控制算法有重要的理论和实际意义.
本文通过分析时滞关联大系统超越型的特征方

程的根的分布,并结合线性矩阵不等式(LMI)技术研
究得到了包含闭环系统特征根实部信息的可分散

镇定条件,比一般结果更有应用价值.所得结果表示
为LMI形式,易于计算求解.

2 系系系统统统描描描述述述与与与准准准备备备工工工作作作(System statement
and preliminaries)
考虑如下具有N × N个任意未知常时滞

的、由N个相互关联的子系统Wi, i = 1, 2, · · · , N

组成的线性连续时滞大系统W :

Wi : ẋi(t) = Aixi(t)+
N∑

j=1

Aijxj(t− τij)+Biui(t).

(1)
其中关联矩阵Aij可分解为满足匹配条件和不满足
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匹配条件两项之和,即

Aij = BiHij + Dij. (2)

本文旨在研究系统(1)在局部无记忆反馈控制律

ui(t) = Kixi(t) (3)

作用下,闭环大系统(1)可分散α−镇定的条件.其中:

ui ∈ Rmi为子系统Wi的输入向量,
N∑

i=1

mi = m;

Bi为适当维数的常矩阵; Ki ∈ Rmi×ni为局部

控制器增益矩阵, Ai和Aij为适当维数的常矩阵,
0 6 τij 6 τ < ∞为N × N个任意未知的常时

滞. 则系统W 的闭环系统 Ŵ可写为

Ŵi : ẋi(t) = (Ai + BiKi)xi(t) +
N∑

j=1

Aijxj(t− τij).

(4)
进一步,将大系统 Ŵ 表示为如下形式：

Ẋ(t) = AcX(t) +
N∑

i=1

N∑
j=1

ĀijX(t− τij). (5)

其中:

Ac =




Ac1

. . .

AcN


 ,

Aci = Ai + BiKi,

Āij =




...
· · · Aij · · ·

...


 .

其中Aij在分块矩阵 Āij的第 i行 j列, Āij的其余元

素均为零.
定定定义义义 1 若存在正数 τ > 0, 使得对任意 τij ∈

[0, τ ], i, j = 1, 2, · · · , N ,闭环系统(5)的特征方程

det[sI − (Ac +
N∑

i=1

N∑
j=1

e−τijsĀij)] = 0 (6)

的所有根均位于复平面的Re s 6 −α < 0的范围
内, 则称时滞关联大系统(1)可通过状态反馈控制
律(3)分散α−镇定.
注注注 1 如果特征方程(6)的所有根均位于复平面

的Re s < −α 6 0的范围内,则显然时滞关联大系统(1)可通

过状态反馈控制律(3)分散α−镇定.

引引引理理理 1 对给定的常矩阵M ∈ Cn×m, 下列不
等式对任意对称正定常矩阵G ∈ Rm×m成立

2 |u∗Mv| 6 u∗MG−1M∗u + v∗Gv. (7)
证证证 根据Cauchy-Schwarz不等式得

2 |u∗Mv| = 2|u∗MG− 1
2 G

1
2 v| 6

2
√

u∗MG−1M∗uv∗Gv 6 u∗MG−1M∗u + v∗Gv.

证毕.

3 主主主要要要结结结果果果(Main result)
定义如下的指标集合[5]：



Ji(H) = {j|Hij 6= 0, j = 1, 2, · · · , N},
J̃i(H) = {j|Hji 6= 0, j = 1, 2, · · · , N},
Ji(D) = {j|Dij 6= 0, j = 1, 2, · · · , N},
J̃i(D) = {j|Dji 6= 0, j = 1, 2, · · · , N},

(8)

并令 ÑH(i) = k(J̃i(H)), ÑD(i) = k(J̃i(D)), i =
1, 2, · · · , N ,其中 k(J)表示集合J中元素的个数.有
如下结论:
定定定理理理 1 若存在α > 0及适当维数的矩阵Qi ∈

Rmi×ni及对称正定矩阵Pi ∈ Rni×ni , Si ∈ Rni×ni ,
使得


Ψi Di1P1 · · · DijPj · · · DiNPN

P1D
T
i1 −e−ατS1 · · · 0 · · · 0

...
...

...
...

...
...

PjD
T
ij 0 · · · −e−ατSj · · · 0

...
...

...
...

...
...

PNDT
iN 0 · · · 0 · · · −e−ατSN




< 0.

(9)
其中

Ψ i = AiPi + PiA
T
i + 2αPi +

1
2
(BiQi + QT

i BT
i ) +

eατ (ÑH(i) + ÑD(i))Si,

i = 1, 2, · · · , N, j ∈ Ji(D).

则大系统(1)可通过状态反馈控制律(3)分散α−镇定,
其中增益矩阵为

Ki =
1
2
(Qi − eατ

∑
j∈Ji(H)

HijPjS
−1
j PjH

T
ijB

T
i )P−1

i .

(10)
证证证 令 s̃ = σ̃ + j ω̃是特征方程(6)的根,则

det[s̃I − (Ac +
N∑

i=1

N∑
j=1

e−τij s̃Āij)] = 0.

记

W (σ̃, ω̃, τij) = Ac +
N∑

i=1

N∑
j=1

e−τij s̃Āij =

Ac +
N∑

i=1

N∑
j=1

cos(−τijω̃)e−τij σ̃Āij +

j
N∑

i=1

N∑
j=1

sin(−τijω̃)e−τij σ̃Āij. (11)

其中 τij ∈ [0, τ ]. 则必存在非零向量 Ỹ = Ỹ (σ̃, ω̃,

τij) ∈ Cn,使得
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(s̃I −W (σ̃, ω̃, τij)) Ỹ = 0.

即

W (σ̃, ω̃, τij)Ỹ = (σ̃ + j ω̃)Ỹ .

则

σ̃ = Reλ(W (σ̃, ω̃, τij)) =

Ỹ ∗[P−1W (σ̃, ω̃, τij) + W ∗(σ̃, ω̃, τij)P−1]Ỹ
2Ỹ ∗P−1Ỹ

=

∆
2Ỹ ∗P−1Ỹ

. (12)

其中P−1 = diag(P−1
1 , P−1

2 , · · · , P−1
N )为对称正

定矩阵,则

∆ = Ỹ ∗(P−1Ac + AT
c P−1 +




Π11 · · · Π1N

...
...

...
ΠN1 · · · ΠNN


)Ỹ .

(13)
其中Πij = e−τij σ̃e−jτij ω̃P−1

i Aij+e−τjiσ̃ejτjiω̃AT
jiP

−1
j .

分解 Ỹ = [ ỹT
1 · · · ỹT

N ]T,则

∆ =
N∑

i=1

ỹ∗i (P
−1
i Aci + AT

ciP
−1
i )ỹi+

N∑
i=1

N∑
j=1

ỹ∗i Πij ỹj.

(14)
根据引理1,则

ỹ∗i Πij ỹj =

ỹ∗i(e
−τij σ̃e−jτij ω̃P−1

i (BiHij +Dij)PjS
− 1

2
j S

1
2
j P−1

j )ỹj +

ỹ∗i(e
−τjĩσejτjiω̃P−1

i S
1
2
i S

− 1
2

i Pi(BjHji+Dji)TP−1
j )ỹj 6

1
2
e−τij σ̃(ỹ∗i P

−1
i BiHijPjS

−1
j PjH

T
ijB

T
i P−1

i ỹi +

ỹ∗jP
−1
j SjP

−1
j ỹj)+

1
2
e−τijσ̃(ỹi

∗P−1
i DijPjS

−1
j PjD

T
ijP

−1
i ỹi+

ỹ∗jPj
−1SjP

−1
j ỹj)+

1
2
e−τjĩσ(ỹj

∗Pj
−1BjHjiPiSi

−1PiHji
TBj

T ·

Pj
−1ỹj + ỹ∗i P

−1
i SiP

−1
i ỹi)+

1
2
e−τjĩσ(ỹ∗jP

−1
j DjiPiS

−1
i Pi ·

DT
jiP

−1
j ỹj+ỹ∗i P

−1
i SiP

−1
i ỹi). (15)

根据Ji(H), J̃i(H), Ji(D), J̃i(D)的定义,有

∆ 6
N∑

i=1

(ỹ∗i (P
−1
i Ai+AT

i P−1
i +P−1

i BiKi+KT
i BT

i P−1
i )ỹi+

∑
j∈Ji(H)

e−τij σ̃ỹ∗i (P
−1
i BiHijPjS

−1
j PjH

T
ijB

T
i P−1

i )ỹi+
∑

j∈Ji(H)
e−τij σ̃ỹ∗j P

−1
j SjP

−1
j ỹj +

∑
j∈Ji(D)

e−τij σ̃ỹ∗i (P
−1
i DijPjS

−1
j PjD

T
ijP

−1
i )ỹi+

∑
j∈Ji(D)

e−τij σ̃ỹ∗j P
−1
j SjP

−1
j ỹj) =

N∑
i=1

(ỹ∗i (P
−1
i Ai+AT

i P−1
i +P−1

i BiKi+KT
i BT

i P−1
i )ỹi+

∑
j∈Ji(H)

e−τij σ̃ỹ∗i (P
−1
i BiHijPjS

−1
j PjH

T
ijB

T
i P−1

i )ỹi+
∑

j∈J̃i(H)
e−τij σ̃ỹ∗i P

−1
i SiP

−1
i ỹi +

∑
j∈Ji(D)

e−τij σ̃ỹ∗i (P
−1
i DijPjS

−1
j PjD

T
ijP

−1
i )ỹi +

∑
j∈J̃i(D)

e−τij σ̃ỹ∗i P
−1
i SiP

−1
i ỹi) =

N∑
i=1

ỹ∗i P
−1
i (AiPi + PiA

T
i + BiKiPi + PKT

i BT
i +

∑
j∈J̃i(H)

e−τij σ̃Si +
∑

j∈J̃i(D)
e−τij σ̃Si +

∑
j∈Ji(D)

e−τij σ̃(DijPjS
−1
j PjD

T
ij) +

∑
j∈Ji(H)

e−τij σ̃(BiHijPjS
−1
j PjH

T
ijB

T
i ))P−1

i ỹi. (16)

由Ki = 1
2(Qi−eατ

∑
j∈Ji(H)

HijPjS
−1
j PjH

T
ijB

T
i )P−1

i ,

得

σ̃6 {
N∑

i=1

ỹ∗i P
−1
i [AiPi+PiA

T
i +

1
2
(BiQi+QT

i BT
i )+

∑
j∈J̃i(D)

e−τij σ̃Si +
∑

j∈J̃i(H)
e−τij σ̃Si +

∑
j∈Ji(D)

e−τij σ̃
(
DijPjS

−1
j PjD

T
ij

)
+

∑
j∈Ji(H)

(
e−τij σ̃−eατ

) (
BiHijPjS

−1
j PjH

T
ijB

T
i

)
] ·

P−1
i ỹi}/

N∑
i=1

ỹ∗i P
−1
i ỹi. (17)

应用Schur补技巧,式(9)意味着

AiPi+PiA
T
i +

1
2
(BiQi+QT

i BT
i )+eτα(ÑH(i)+

ÑD(i))Si+eτα
∑

j∈Ji(D)

(
DijPjS

−1
j PjD

T
ij

)
<−2αPi.

(18)
下面的证明采用反证法. 当式(9)成立时,假设系

统(5) 的特征方程存在一个根 s̃ = σ̃ + j ω̃ ∈ C, 使
得σ̃ > −α,则由式(17)和(18),得到

−α 6 σ̃ 6

{
N∑

i=1

ỹ∗i P
−1
i [AiPi + PiA

T
i +

1
2
(BiQi + QT

i BT
i ) +

∑
j∈J̃i(D)

e−τij σ̃Si +
∑

j∈J̃i(H)
e−τij σ̃Si+
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∑

j∈Ji(D)
e−τij σ̃

(
DijPjS

−1
j PjD

T
ij

)
+

∑
j∈Ji(H)

(
e−τij σ̃ − eατ

) (
BiHijPjS

−1
j PjH

T
ijB

T
i

)
] ·

P−1
i ỹi}/

N∑
i=1

ỹ∗i P
−1
i ỹi 6

{
N∑

i=1

ỹ∗i P
−1
i [AiPi + PiA

T
i +

1
2
(BiQi +

QT
i BT

i ) + eτα(ÑH(i) + ÑD(i))Si + eτα
∑

j∈Ji(D)
(Dij ·

PjS
−1
j PjD

T
ij)]P

−1
i ỹi}/

N∑
i=1

2ỹ∗i P
−1
i ỹi <−α. (19)

上式是一个矛盾,所以假设不成立. 证毕.

推推推论论论 1 若存在适当维数矩阵Qi ∈ Rmi×ni ,对
称正定矩阵Pi ∈ Rni×ni , Si ∈ Rni×ni ,使得



Ψi Di1P1 · · · DijPj · · · DiNPN

P1D
T
i1 −S1 · · · 0 · · · 0

...
...

...
... · · · ...

PjD
T
ij 0 · · · −Sj · · · 0

...
... · · · ...

...
...

PNDT
iN 0 · · · 0 · · · −SN




< 0. (20)

其中

Ψi = AiPi + PiA
T
i +

1
2
(BiQi + QT

i BT
i ) +

(ÑH(i) + ÑD(i))Si,

i = 1, 2, · · · , N, j ∈ Ji(A).

则大系统(1)可通过如下状态反馈控制律分散镇
定：

Ki =
1
2
(Qi −

∑
j∈Ji(H)

HijPjS
−1
j PjH

T
ijB

T
i )P−1

i . (21)

证证证 根据定理1,取α = 0即可.

注注注 2 推论1即相当于文[5]采用时域法得到的结果,

显然推论1是定理1在α = 0时的特例,而且定理1得到的控

制器不但可以使得闭环大系统渐近稳定,而且还可以使得

闭环系统的极点分布满足Re s < −α 6 0的要求,且其结果

是时滞相关的,因此更有应用价值.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
例例例 考虑系统(1)中N = 3的时滞关联大系统,

其中:

A1 =



−5 2 1

0 −5 0
4 −1 2


 , A2 =



−1 0 0
−1 −2 −1

1 1 1


 ,

A3 =

[
−2 2

0 1

]
, B1 =



−1

0
1


 , B2 =



−1 0

0 2
0 1


 ,

B3 =

[
1
1

]
, H12 = [−2 1 2],

H21 =

[
1
1

0
−1

2
2

]
, H23 =

[
1 0
1 0

]
,

H32 = [−1 1 0], H31 = [3 −1 1],

H13 = 0,H11 = 0,H22 = 0,H33 = 0,

D21 =




1 2 0
0 0 0

−2 0 0


 , D31 =

[
1

−1
1

−1
0
0

]
,

D32 =

[
−1

1
0
0
−1

0

]
, D23 =




1 0
0 0

−1 0


 ,

D11 = 0, D12 = 0, D22 = 0, D33 = 0, D13 = 0,

τij 6 τ = 0.5, i, j = 1, 2, 3.

由此,可以得到

ÑH(1) = 2, ÑH(2) = 2, ÑH(3) = 1,

ÑD(1) = 2, ÑD(2) = 1, ÑD(3) = 1.

要求设计的分散控制器使得系统可α−分散镇定
且α = 0.1. 根据定理1, 应用MATLAB LMI工具箱
求解式(9),可以得到：

P1 =




51.9669 − 13.5165 −24.8601
−13.5165 47.4482 −0.2818
−24.8601 − 0.2818 14.8916


 > 0,

P2 =




42.6366 21.8922 −19.7077
21.8922 295.7180 −34.0147

−19.7077 − 34.0147 46.3111


 > 0,

P3 =

[
48.7970 − 19.7807

−19.7807 216.1846

]
> 0,

S1 =




89.7985 − 9.6179 −65.0939
−9.6179 92.9446 −14.8318
−65.0939 − 14.8318 67.7728


 > 0,

S2 =




117.6391 1.6463 −0.6017
1.6463 106.3152 8.9738

−0.6017 8.9738 88.1980


 > 0,

S3 =

[
107.2340 9.6295

9.6295 98.2437

]
> 0,



第 5期 彭达洲等: 线性时滞关联大系统的分散α−镇定 739

Q1 = [176.4785 − 349.7259 208.1909],

Q2 =

[
−519.4601 582.4832 194.0667

212.5087 − 331.9907 523.8909

]
,

Q3 = [90.5042 825.8450].

根据式(10),得到α−分散控制器:

K1 = [5.8874 −2.0112 −0.5011],

K2 =

[
−6.4347 1.3129 −0.1114

6.5816 − 0.4561 7.3240

]
,

K3 =
[
−11.2779 −1.7195

]
.
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