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摘要:针对一类满足扇形界条件的不确定模糊模型描述的非线性系统,提出一种输出反馈鲁棒预测控制方法.
该方法将鲁棒预测控制的Min-Max优化问题转化为具有LMI约束的线性目标最小化问题,并且不需系统状态完全
可测,仅仅利用系统测量输出和不可测状态的界限值来确定保证闭环系统鲁棒稳定的输出反馈控制器. 仿真实验
证明了该方法的有效性.
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Output feedback robust predictive control based on
a class of uncertain fuzzy models

SU Cheng-li, WANG Shu-qing
( Institute of Advanced Process Control, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China )

Abstract: An output feedback robust predictive control approach is proposed based on a class of uncertain fuzzy
models satisfying the sector bound condition for nonlinear systems. Firstly, the Min-Max optimization problem of robust
predictive control is converted into linear objective minimization problem with linear matrix inequality (LMI) constrains
in this approach. The system states do not need to be exactly measurable, only the measurement outputs and the extreme
values of the unmeasured states are used to determine the output feedback controller. Robust stability of the closed-loop
system is demonstrated. Finally, simulation results show that the proposed approach is an effective control strategy with
excellent tracing characteristics and strong robustness.
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1 引引引言言言(Introduction)
大多工业过程都带有约束, 且具有非线性特性,

以往采用工作点附近线性化模型的预测控制已很难

满足性能要求,这引起了人们对非线性模型预测控
制[1]的普遍关注. 由于预测控制是以预测模型为基
础,所以获得对象的数学模型是实现预测控制的前
提.近年来,模糊模型以其优良的非线性逼近能力和
参数不确定性处理能力得到了广泛应用[2,3]. 文献[4,
5]分别研究了在模型参数不确定性和状态变量已知
以及模型参数不确定性和状态变量难以获取情况下

的非线性系统鲁棒控制问题.这些方法的控制作用
一般通过求解一组保证系统在Lyapunov意义下鲁棒
稳定的线性矩阵不等式来获得,但所得控制作用并
不能保证是最优解,有时不能获得较好的控制效果,
而基于某一性能指标实施滚动优化的预测控制是

解决这一问题的最好方法. 文献[6]提出了一种用模
糊模型作为预测模型的非线性预测控制方法,但没
有考虑模型的不确定性而且需要状态完全可测. 文
献[7]通过将模糊模型的输出反馈作为模型输入,构
成模糊多步预报器, 给出了一种基于T-S 模糊模型
的预测控制方法, 该方法不需要状态完全可测. 文
献[8]将线性时变子系统模型加非线性子系统模型
作为预测模型,然后直接利用模糊逻辑系统设计控
制器,并基于广义误差估计值自适应调整控制器参
数,较好地抑制了模型不确定性的影响,该方法避免
了通常广义预测控制中的矩阵求逆,减小了计算量.
本文针对一类满足扇形界条件的不确定模糊模

型描述的非线性系统,提出了一种基于输出反馈的
鲁棒预测控制算法. 算法将鲁棒预测控制的Min-
Max优化问题转化为具有LMI约束的线性目标最小
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化问题,并且不需要系统状态完全可测,仅仅利用输
出信息和未知状态的界限值来确定控制器. 算法保
证了闭环系统的鲁棒稳定性.

2 非非非线线线性性性系系系统统统模模模糊糊糊模模模型型型(Fuzzy model of non-
linear systems)
考虑如下离散仿射非线性系统{

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k),
y(k) = Cx(k).

(1)

式中x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rq分别为系统状

态、输入和输出, f(x) ∈ Rn连续且 f(0) = 0,
g(x) ∈ Rm×n.
在一个任意大的紧子空间φ ∈ Rn内,上述非线

性系统可用如下离散不确定模糊模型逼近:



x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) + fu(x, u),
y(k) = Cx(k),

A(k) =
D∑

d=1

λdAd, B(k) =
D∑

d=1

λdBd,

λd = αd(x)
D∑

d=1

αd(x)
,

D∑
d=1

λd = 1, d = 1 , · · · , D,

fu(x, u) = ∆A(k)x(k) + ∆B(k)u(k).
(2)

其中: λd为模糊基函数, αd(x) : φ → [0, 1]为模糊隶
属度函数.令集合Ω = Co{[A1 B1], · · · , [AD BD]},
则 [A(k) B(k)] ∈ Ω ,不确定性 fu(x, u)包括了建模
误差和参数不确定性,假设满足如下扇形界条件[3]:

fT
u (x, u)fu(x, u) 6 µ2

[
x(k)
u(k)

]T [
x(k)
u(k)

]
. (3)

式中µ = max{µ̄A , µ̄B}1/
√

2. µ̄A , µ̄B满足

||∆A(k)||a 6 µ̄A, ||∆Bs(k)||a 6 µ̄B. (4)

其中: ∆Bs(k) = [∆B(k) 0n×(n−m)], || · ||a表示绝
对矩阵范数.

3 基基基于于于输输输出出出反反反馈馈馈的的的鲁鲁鲁棒棒棒预预预测测测控控控制制制(Output
feedback robust predictive control)
为了设计输出反馈预测控制器,现构造如下的动

态输出反馈控制器{
xc(k + 1) = Ac(k)xc(k) + Bc(k)y(k),
u(k) = Ccxc(k).

(5)

式中: xc ∈ Rn为控制器状态, Ac(k) =
D∑

d=1

λdAd
c ,

Bc(k) =
D∑

d=1

λdBd
c , Cc分别为适当维数的矩阵,且满

足[Ac(k) Bc(k)] ∈ Co{[A1
c B1

c ], · · · , [Ad
c Bd

c ]}.

将系统(2)和系统(5)写成如下的增广系统:

x̂(k + 1) = Â(k)x̂(k)+B̂(k)u(k)+f̂u(x, u), (6a)

u(k) = Kx̂(k), (6b)

y(k) = Ĉx̂(k). (6c)

式中: x̂(k) =
[x(k)
xc(k)

]
∈ R2n, f̂u(x, u) =

[fu(x, u)
0

]
∈ R2n, Â(k) =

[ A(k) 0
Bc(k)C Ac(k)

]
∈

R2n×2n, B̂(k) =
[B(k)

0

]
∈ R2n×m, K = [0 Cc] ∈

Rm×2n, Ĉ = [C 0] ∈ Rq×2n.
为保证稳定性，采用如下无限时域目标函数[9]

J∞(k) =
∞∑

i=0
‖x̂(k + i|k)‖Q̂ + ‖u(k + i|k)‖R. (7)

式中:Q̂ =
[Q 0
0 0

]
. Q > 0, R > 0, x̂(k+ i|k), u(k+

i|k)分别为 k时刻状态和控制输入在 k + i时刻的预

测值.
引入二次函数V (x̂(k)) = x̂T(k)Px̂(k), P > 0.

显然若 x̂(∞|k) = 0, 则V (x̂(∞|k)) = 0. 在采样时
刻 k以及 i > 0,假设以下不等式成立

V (x̂(k + i + 1|k))− V (x̂(k + i|k)) 6
−||x̂(k + i|k)||Q̂ − ||u(k + i|k)||R. (8)

将式(8)两端从 i = 0到 i = ∞分别相加, 并考
虑 x̂(∞|k) = 0,可得

J∞(k) 6 V (x̂(k|k)). (9)

由式(9)可知下式成立

max
i>0

J∞(k) 6 V (x̂(k|k)). (10)

从式(10)可看出V (x̂(k|k))实质是目标函数(7)的一
个上界. 这样Min-Max鲁棒预测控制问题可转化为

min
u(k+i|k),i>0

V (x̂(k|k)), (11)

且满足约束条件(8).
本文中由于系统(1)状态不是完全可测, 为此将

系统状态向量分解成

x(k) =
[xm(k)
xr(k)

]
∈ Rn. (12)

式中: xm(k)∈Rp为可测状态, xr(k)∈Rn−p为不可

测状态, p6q. 假设不可测状态xr(k)满足如下特性

xmin
rl 6 xrl(k) 6 xmax

rl , l = 1, · · · , n− p. (13)
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令 {xr1 , xr2 , · · · , xrt}是不可测状态界限值凸组
合获得的多面体顶点,且 t = 2n−p,则有

χj(k) =

[
xm(k)
xrj

]
, χ̂j(k) =




xm(k)
xrj

xc(k)


 . (14)

式中: χj(k) ∈ Rn , χ̂j(k) ∈ R2n, j = 1, · · · , t .
定定定理理理 1 对于系统(1), 满足输入约束条件

||u(k)||2 6 umax, k > 0为采样时刻, 如果对称正
定矩阵X ∈ Rn×n , Y ∈ Rn×n , 矩阵L ∈ Rq×n,
F d ∈ Rn×m, Zd ∈ Rn×n, d = 1, · · · , D是以下优化

问题的解(如果存在).

min γ s.t.


Y I Yj(k)
I X χj(k)

χT
j (k)Y χT

j (k) I


> 0, j = 1, · · · , t, (15)




Y I 0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗
I X L ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 R1/2L γI 0 0 0 0 0

Q1/2 Q1/2X 0 γI 0 0 0 0
µI µX 0 0 γI 0 0 0
0 µL 0 0 0 γI 0 0

YAd+F dC Zd 0 0 0 0 M I−µY

Ad AdX+BdL 0 0 0 0 I−µX X−µI




>0,

d = 1, · · · , D, (16)


Y I 0
I X LT

0 L u2
maxI


> 0. (17)

其中“∗”表示对称位矩阵的转置.那么控制器(5)是
系统(1)的一个动态输出反馈预测控制器,且控制器
参数的在线计算式为

{V = (I − Y X)(UT)−1, Ad
c = V −1Zd(UT)−1,

Bd
c = V −1F d, Cc = L(UT)−1.

(18)
其中U为事先确定的一正则矩阵.

证证证 由于鲁棒预测控制优化问题(11)等价于如
下具有LMI约束的线性目标最小化问题:

min γ

s.t. x̂T(k|k)Px̂(k|k) 6 γ, P > 0. (19)

1) 令P̂ = γP−1,则式(19)可写成

x̂T(k|k)P̂−1x̂(k|k) 6 1. (20)

利用矩阵Schur补性质,式(20)等价于

[ P̂ x̂(k|k)
x̂T(k|k) I

]
> 0. (21)

将 P̂ 和 P̂−1分解成如下非对角正定矩阵形式:

P̂ =
[X U

UT X̂

]
, P̂−1 =

[Y V

V T Ŷ

]
. (22)

定义矩阵T =
[Y I

V T 0

]
,则 P̂ T =

[I X

0 U

]
.

假设矩阵V 是一非奇异矩阵, 则可知T 是正则

的.令T1 =
[T 0
0 I

]
,将式(21)左右分别乘以TT

1 和T1,

得 


Y I Y x(k|k)
I X x(k|k)

xT(k|k)Y xT(k|k) I


 > 0. (23)

根据式(13)可知,对于任意可能的x(k),式(23)可
由式(15)的某一凸组合而得到, 则式(23)等价于
式(15).

2)为得到式(16),将式(6)代入式(8),得
[ x̂k(i)
f̂u(x̂k(i))

]T[ A11 ĀT
k (i)P

PĀk(i) P

][ x̂k(i)
f̂u(x̂k(i))

]
6 0.

(24)
式中:

A11 = ĀT
k (i)PĀk(i)− P + Q̂ + KTRK,

Āk(i) = Âk(i) + B̂k(i)K.

x̂k(i), Āk(i)分别为 x̂(k+ i|k)和 Ā(k+ i|k)的简记.

将式 (6b)代入f̂u(x, u) =
[fu(x, u)

0

]
,考虑式 (3),

得

f̂T
u (x̂)f̂u(x̂) 6 µ2x̂TK̄TK̄x̂, (25)

其中K̄ =
[I 0
0 K

]
. 将式(25)进行等价变换,有

[ x̂k(i)
f̂u(x̂k(i))

]T[ −µ2K̄TK̄ 0
0 In

][ x̂k(i)
f̂u(x̂k(i))

]
60.(26)

由S-Procedure[10]可知, 若式(24)和式(26)同时成立,
则必然存在τ > 0,使得式(27)成立

[A11 + τµ2K̄TK̄ ĀT
k (i)P

PĀk(i) P − τI

]
6 0. (27)

利用变量代换,消除变量 τ ,式(27)可写成[
A11 + µ2K̄TK̄ ĀT

k (i)P
PĀk(i) P − I

]
6 0. (28)
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令P̂ = γP−1,利用矩阵Schur补性质,式(28)等价于


P̂ P̂KTR1/2 P̂ Q̂1/2 µP̂ K̄T P̂AT
11

R1/2KP̂ γI 0 0 0
Q̂1/2P̂ 0 γI 0 0
µK̄P̂ 0 0 γI 0
A11P̂ 0 0 0 P̂ − γI



> 0.

(29)
令

T2 =




T 0 0 0 0
0 I 0 0 0
0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
0 0 0 0 T




,

将式(29)左右分别乘以TT
2 和T2,得



TTP̂T TTP̂KTR
1
2 TTP̂Q̂

1
2 µTTP̂K̄T TTP̂A11

TT

R
1
2KP̂T γI 0 0 0

Q̂
1
2P̂T 0 γI 0 0

µK̄P̂T 0 0 γI 0
TTA11P̂T 0 0 0 TT(P̂−γI)T



>0.

(30)

考虑在当前采样时刻 k以及 i > 0, 式(2)和
式(5)都是仿射的,定义




L = CcU
T, F d = V Bd

c ,

M = Y − µY 2 − µV V T,

Zd = Y AdX + F dCX + Y BdL + V Ad
cU

T.
(31)

对式(30)进行相应的变量代换,可得式(16).
3) 定义系统状态的一个不变椭球集 ε =

{z|zTPz 6 γ},对于满足约束的预测控制律 ||u(k +
i|k)||2 6 umax, i > 0有

max
i>0

‖u(k + i|k‖2
2 = max

i>0
‖Kx̂(k + i|k)‖2

2 6

max ‖Kz‖2
2 = λmax(P̂ 1/2KTKP̂ 1/2). (32)

利用矩阵Schur补性质,式(32)可写成[
P̂ P̂KT

KP̂ u2
maxI

]
> 0. (33)

同样, 在式(33)左右分别乘以TT
1 和T1, 并进行相

应的变量代换,可得式(17).
所以, 如果上述LMI优化问题有解, 那么系

统(1)必然存在一个动态输出反馈控制器(5), 其控
制器参数计算式(18)可由式(31)推导得出.
这样在每次采样时刻通过求解上述具有LMI约

束的优化问题, 可在线求得输出反馈控制器的参

数,如式(18)所示. 然后利用式(5)求出当前时刻的控
制输入作用于系统(1), 下一时刻重新采样, 进行上
述LMI优化求解,实现滚动优化.
定定定理理理 2 (鲁棒稳定) 在初始时刻 k, 若定理1中

的优化问题存在可行解,则通过滚动优化而实现的
输出反馈预测控制使得闭环系统鲁棒渐近稳定.

证证证 从定理1的推导中可知, LMI(15)(16)约束保
证了V (x(k|k))的单调递减性, 并且由定理2中的已
知条件可知, k时刻得到的输出反馈控制律在k+1时
刻是可行的, LMI(17)约束保证了可行性, 从而保证
了闭环系统鲁棒渐近稳定. 具体证明步骤略.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation research)
考虑航天器对称面内的动态特性可通过小车上

倒立摆的动态特性描述[3]:
[

ẋ1

ẋ2

]
=




x2

g sinx1−amlx2
2 sin(2x1)/2−a cos x1u

4l/3− aml cos2 x1


=

A(x, g)x + B(x)u.

为 了 体 现 输 出 反 馈, 令 系 统 输 出 y =

[1 0]
[x1

x2

]
. 其中: x1为对称轴偏离垂直方向的角位

移, x2为角速度, u为作用到小车上的力, g为重力加

速度,并且 g = g0 + ∆g = g0

(
6370× 103

6370× 103 + H

)2

,

g0 = 9.8 m/s2, H为航天器高度,摆质量m = 2 kg,
小车质量M = 8 kg, 摆长 l = 1 m. 由于航
天器的飞行高度而引起重力加速度变化, 导致
系统模型的参数不确定性, 可将该不确定性处

理成 fu(x) =
[
0 ∆g sinx1

4l/3−ml cos2 x1/(M + m)

]T

.

当x1 ∈ [−π/2, π/2]和H ∈ [0, 100] km时,
有 ||fu(x)|| 6 0.6||x||, 即µ = 0.6. 模糊隶属度函
数αd(x)定义为

α1(x) =

{
−2x1/π , −π/2 6 x1 6 0,

2x1/π , 0 6 x1 6 π/2,

α2(x) =

{
1 + 2x1/π , −π/2 6 x1 6 0,

1− 2x1/π , 0 6 x1 6 π/2.
.

文献[3]给出了上述动态过程连续形式的不确定模
糊模型描述,将连续模糊模型离散化后进行仿真.
取采样周期Ts = 0.02 s, 初始状态为x(0) =

[15 0]T, 控制器初始状态为xc(0) = [0 0]T, 控制

约束umax = 1000 N, Q =

[
200 0
0 1

]
, R = 0.01,

U =

[
1 0
0 1

]
,其余仿真参数与文献[3]相同.为验证
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本文算法的有效性,仿真中假设状态x2是不可测的,
并且不可测状态满足−π/4 6 x2 6 π/4. 仿真结果
如图1∼6所示. 从仿真结果可以看到,当系统状态完
全可测时,基于状态反馈鲁棒预测控制可以获得较
好的控制效果.当系统状态不完全可测时,由于本文
提出的输出反馈鲁棒预测控制方法(RPC)采用滚动
优化求解控制输入,所获得的控制效果显然好于仅
仅通过求解一组保证系统Lyapunov意义下稳定的
线性矩阵不等式而没有进行优化求解控制输入的输

出反馈鲁棒控制方法(RC)获得的控制效果.可见本
文方法是有效的、可行的.

图 1 基于状态反馈鲁棒预测控制的响应曲线

Fig. 1 RPC response curves based on states feedback

图 2 基于状态反馈鲁棒预测控制的控制曲线

Fig. 2 RPC control curve based on states feedback

图 3 基于输出反馈鲁棒预测控制响应曲线

Fig. 3 RC response curves based on output feedback

图 4 基于输出反馈鲁棒预测控制的控制曲线

Fig. 4 RC control curves based on output feedback

图 5 本文方法的响应曲线

Fig. 5 RPC response curves based on output feedback

图 6 本文方法的控制曲线

Fig. 6 RPC control curve based on output feedback

5 结结结论论论(Conclusion)
针对一类满足扇形界条件的不确定模糊模型描

述的非线性系统,基于输出反馈思想,提出了一种鲁
棒预测控制方法. 该方法很好地解决了在系统状态
不完全可测情况下,利用输出信息和未知状态的界
限值来实现控制器的设计,并且将鲁棒预测控制优
化问题转化为具有LMI约束的线性目标最小化问题,
使求解变得容易,在线计算方便.最后的仿真实验证
明了本文方法是有效的,有一定的理论与实际意义.
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