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摘要:针对一类具有未知定常参数,包括未知高频增益的受扰非线性最小相位系统,给出了一种鲁棒自适应输
出反馈控制策略.系统所受的干扰假设有界,但其界值是未知的. 通过采用自适应策略来对其界值进行在线估计.
控制算法并不需要高频增益符号的先验知识. 同时,系统中的非线性项并不要求满足增长性条件和匹配条件.算法
使得估计参数量达到了最小,保证了闭环系统所有信号的有界性,同时使得跟踪误差渐近收敛于零.
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Output feedback control of perturbed nonlinear systems with
unknown high-frequency gains
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Abstract: A robust adaptive output feedback control scheme is proposed for a class of perturbed nonlinear minimum
phase systems with unknown constant parameters, including the high-frequency gain. The disturbances in the system are
assumed to be bounded with unknown values. The adaptive laws are then employed to estimate them online. The control
method does not require a priori knowledge of the sign of the unknown high-frequency gain. Furthermore, the restrictive
growth and matching conditions on system nonlinearities are removed. The number of parameter estimates is minimal in
the adaptive system. It is proved that under the proposed control scheme, all the closed-loop signals are bounded and the
tracking error asymptotically converges to zero.
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1 引引引言言言(Introduction)
对于许多实际系统,由于他们的状态变量往往不

能直接测量得到,因此利用系统的测量输出来设计
控制器将更具有实际意义.针对一类输出反馈型的
非线性最小相位系统,在高频增益的符号已知的情
况下,文献 [1∼3]提出了一种输出反馈控制策略.在
高频增益的符号未知的情况下[4],文献 [5]给出了一
种新的输出反馈控制算法. 然而,为了保证闭环系统
所有信号的有界性,系统中的一些非线性项要求满
足增长性条件.文献 [6]中的算法进一步放宽了这一
约束条件.
在考虑外界干扰的情况下,文献 [7]提出了一种

带有死区修正算法的自适应控制方法. 然而,死区修
正算法的引入使得设计中出现了参数的重复估计.
本文针对一类具有未知高频增益符号的受扰非线性

最小相位系统,给出了一种鲁棒自适应输出反馈控

制策略.该策略在线对干扰上界值进行估计,并通过
引入泄漏项来抑制参数的漂移. 算法避免了参数的
重复估计．

2 问问问题题题的的的描描描述述述(Problem statement)
本文考虑如下的受扰非线性系统[7]





ẋ = Ax + bσ(y)u + ϕ(y)+
q∑

j=1
ψj(y)aj +

l∑
j=1

ϕj(y)wj(t) =

Ax + bσ(y)u + ϕ(y) + Ψ(y)a+

Φ(y)w(t),

y = eT
1x.

(1)

这里: x ∈ Rn 为状态矢量; u ∈ R 和 y ∈ R 为系
统的输入和输出; a = [a1, · · · , aq]T ∈ Rq 和b =
[0, · · · , bm, · · · , b0]T ∈ Rn 均为未知定常参数矢
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量; w(t) = [w1(t), · · · , wl(t)]T ∈ Rl 表示时变有

界干扰矢量; 矢量 ϕ(y), ψj(y) 和 ϕj(y) 是已知
的; σ(y) 为已知光滑函数，且 σ(y) 6= 0, ∀y ∈
R ; ei 表示相应维单位矩阵的第 i 列; 矩阵 A ∈
Rn×n 除元素 ai,i+1 = 1(i = 1, · · · , n − 1)之外,其
余元素均为零. 针对系统 (1),本文作如下几个假设:

A1) 系统的相对度 ρ = n−m为已知的常数.
A2) 系统满足最小相位条件,即多项式 B(s) =

bmsm + · · ·+ b1s + b0 为赫尔维茨多项式. 同时,系
统高频增益的符号 sgn bm是未知的.

A3) 干扰矢量 w(t)在区间 [0,∞)上范数有界,
即存在未知正实数 d,使得满足 d > max

t>0
‖w(t)‖.

A4) 参考信号 yr(t)ρ阶可微,且有界.
本文的目标是设计一个控制器使得输出 y 渐近

跟踪设定的参考信号 yr(t) ,同时保证闭环系统所有
信号的有界性.

3 控控控制制制器器器的的的设设设计计计(Controller design)
采用文献 [8]中观测器的设计方法,有




η̇ = A0η + k0y + ϕ(y), Ξ̇ = A0Ξ + ψ(y),

λ̇ = A0λ + enσ(y)u, vj = Aj
0λ, j = 0, · · · ,m.

(2)

这里: k0 = [k1, · · · , kn]T, A0 = A − k0e
T
1 . 通过选

择 ki值,使 A0为赫尔维茨矩阵.
定定定义义义 1 θ = [bm, · · · , b0, a1, · · · , aq]T, Ω =

[vm, · · · ,v0, Ξ], δ = x − η − Ωθ, 对 δ 求导, 可
得 δ̇ = A0δ + Φ(y)w(t).

采用类似于文献 [7]的处理方法, 将 δ ∈ Rn 分

解为两项之和, 即 δ = δa + δb. 其中 δa 满足

方程: δ̇a = A0δa, δa(0) = δ(0). 同时 δb 要求

满足关系式: δ̇b = A0δb + Φ(y)w(t), δb(0) =
0. 由于 A0 为赫尔维茨矩阵, 那么存在正实
数 k̄1, k̄2, 使得 ‖exp(A0t)‖ 6 k̄1 exp(−k̄2t). 进一

步可得, ‖δb‖ 6 d
w t

0
k̄1 exp(−k̄2(t − τ ))‖Φ(y)‖dτ .

设计一个足够光滑的函数 g(t) , 使得 g(t) >w t

0
k̄1 exp(−k̄2(t− τ ))‖Φ(y)‖dτ .
控制器的设计分 ρ步进行, 在前 ρ − 1步,将分

别设计一个虚拟控制器 ωi,调节函数 τi 和 βi. 在最
后一步,将得到真正的控制器和参数自适应律[9,10].
下面,给出具体的设计步骤．
第第第1步步步 定义跟踪误差 z1 = y − yr,对 z1求导得

ż1 =bmvm,2+m0+h̄Tθ+δ2+Φ(1)w−ẏr. (3)

这里

m0=η(2)+ϕ(1), h̄
T=[0, vm−1,2, · · · , v0,2, Ψ(1)+Ξ(2)].

定义 z2 = vm,2−ω1, ω1为第一个虚拟控制器. 由于
高频增益的符号 sgn bm 是未知的,因此将在控制器
的设计中引入Nussbaum增益,即 ω1设计为

ω1 = ξN(k)ω̄1, k̇ = ω̄1z1,

ω̄1 = (c11 + c12)z1 +
p̂g2z1

ε11

tanh(
p̂g2z2

1

ε11ε13

)+

p̂φ2
0z1

ε12

tanh(
p̂φ2

0z
2
1

ε12ε14

) + h̄Tθ̂ tanh(
h̄Tθ̂z1

ε15

)+

(m0 − ẏr) tanh(
(m0 − ẏr)z1

ε16

). (4)

其中: ξ, c11, c12, ε1i(1 6 i 6 6) 均为正的实
数, p = d2; p̂ 和 θ̂ 分别表示 p 和 θ 的估计

值; N(k) 为Nussbaum型函数, 本文取 N(k) =
exp(k2) cos(kπ/2). φ0(y) = s(‖Φ(1)‖. s(·) 定义为
满足条件 s(·) > |·| 且足够光滑的函数. 调节函
数 τ1, β1分别取为

τ1 = Γ h̄z1 − σθΓ (θ̂ − θ0), (5)

β1 = r(g2/ε11 + φ2
0/ε12)z2

1 − rσp(p̂− p0). (6)

这里: r, σθ, σp 为正实数, p0 和 θ0 分别表示 p

和 θ的初始估计值.
第第第 i(2 6 i 6 ρ)步步步 定义 zi+1 = vm,i+1−ωi(ζi,

k, p̂, θ̂, y).这里, ζi =[ηT, vec(Ξ)T, λ̄i, ȳi, g]T, λ̄i =
[λ1, · · · ,λm+i], ȳi = [yr, ẏr, · · · , y(i)

r ]. vec(Ξ) 表
示由矩阵 Ξ 的所有列构成的矢量.
其中虚拟控制量 ωi设计为

ωi =− [ci1+ci2(
∂ωi−1

∂y
)2+p̂(

∂ωi−1

∂y
)2(

g2

εi1

+
φ2

0

εi2

)]zi−

oizi−1+kivm,1+
∂ωi−1

∂k
k̇+

∂ωi−1

∂y
m0+

∂ωi−1

∂ζi−1

ζ̇i−1+

∂ωi−1

∂y
hTθ̂+

∂ωi−1

∂p̂
βi+

∂ωi−1

∂θ̂
τi+r(

i−2∑
=̀1

∂ω`

∂p̂
z +̀1)·

(
∂ωi−1

∂y
)2(

g2

εi1

+
φ2

0

εi2

)zi−(
i−2∑
=̀1

∂ω`

∂θ̂
z +̀1)Γh

∂ωi−1

∂y
.

(7)

这里: o2 = b̂m, oj = 1(3 6 j 6 ρ).ci1, ci2,εi1和 εi2

均为正的实数, h = h̄ + e1vm,2.
调节函数 τi, βi分别取为

τ2 = τ1 − Γh
∂ω1

∂y
z2 + Γe1z1z2,

τj = τj−1 − Γh
∂ωj−1

∂y
zj, 3 6 j 6 ρ, (8)
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βi = βi−1 + r(
∂ωi−1

∂y
)2(

g2

εi1

+
φ2

0

εi2

)z2
i . (9)

最后,控制律和参数自适应律分别取为

u = 1/σ(y)(ωρ − vm,ρ+1), (10)

θ̂ = τρ, ˙̂p = βρ. (11)
注注注 1 文献 [7]针对系统 (1)提出了一种带有死区修

正算法的鲁棒自适应控制算法. 然而,死区修正技术的引入

使得算法中出现参数重复估计.本文通过应用调节函数的

概念,避免了参数的重复估计.

注注注 2 为了获得较好的系统响应性能, 参数ε1`

(3 6 ` 6 6), εij(2 6 i 6 ρ, j = 1, 2)可取为较小的正实

数. cij(1 6 i 6 ρ, j = 1, 2)可取为较大的正实数,但其取值

也不宜过大,否则将导致控制器增益偏大.

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析((Stability analysis)
下面给出本文的主要结果.
定定定理理理 1 在假设 A1)∼ A4)成立的条件下, 对

于系统 (1),在控制律 (10)、参数自适应律 (11)的
作用下,闭环系统的所有信号是有界的,同时跟踪
误差渐近收敛于零.

证证证 定义

c = min{2c11, · · · , 2cρ1, rσρ,
σθ

λmax(Γ−1)
},

ζ = min{c12, · · · , cρ2},
r0 =

ρc

4ζ
λmax(Q)‖δa(0)‖2 +

1
2
σθ‖θ − θ0‖2 +

1
2
σp(p−p0)2+0.2785(

6∑
j=1

ε1j+
ρ∑

`=2

2∑
j=1

ε`j).

考虑Lyapunov候选函数

V1 =
1
2
z2
1 +

1
2
(r−1p̃2 + θ̃TΓ−1θ̃) +

1
4c12

δT
aQδa,

Vi = Vi−1 +
1
2
z2
i +

1
4ci2

δT
aQδa, 2 6 i 6 ρ.

这里: p̃ = p− p̂, θ̃ = θ− θ̂, Q为正定对称矩阵,且
满足方程 QA0 + AT

0Q = −In.
对Vp求导,可得V̇ρ 6 −cVρ + (bmξN(k) + 1)k̇ +

r0.即

0 6 Vρ 6
w t

0
(bmξN(k) + 1)e−c(t−τ )dk(τ ) +

r0

c
+ Vρ(0). (12)

首先,将应用反证法证明 k(t)在区间 [0, tf )上
是有界的. 由式 (4)可知 k̇(t) > 0, 因此只需要证
明 k(t)在区间 [0, tf )上有上界即可.定义

p[k(0), k(t)] =w t

0
(bmξN(k) + 1)e−c(t−τ )dk(τ ),∀t ∈ [0, tf ).

假设k(t)在区间[0, tf ]上无上界, 即存在一个单调
递增序列{k(ti)}, 当 lim

i→∞
ti = tf时, lim

j→∞
k(tj) =

+∞.考虑到高频增益的符号sgn bm未知, 分两种
情况进行证明.

1) 首先考虑 bm > 0 的情况. 设 4M + 1 >

|k(0)|, M 为正整数. 有

p[k(0), 4M + 1] =
w t1

0
(bmξN(k(τ ))+1) exp (−c(t1−τ ))dk(τ )6

(bmξ exp((4M + 1)2) + 1)(4M + 1− k(0)). (13)

注意到N(k(t))在区间[4M+1, 4M+3]恒为负,因此

p(4M + 1, 4M + 3) =
w t2

t1
(bmξN(k(τ ))+1) exp (−c(t2−τ ))dk(τ )6

bmξ exp(−c(t2−t1))
w 4M+5/2

4M+3/2
N(σ)dσ+26

−
√

2/2bmξ exp(−c(t2−t1) + (4M+3/2)2)+2.

(14)

由式 (13) (14)可得

p(k(0), 4M + 3) 6
exp((4M + 1)2)[−

√
2/2bmξ exp(−c(t2 − t1)+

4M + 5/4) + bmξ(4M + 1− k(0))+

exp(−(4M + 1)2)(4M + 3− k(0))].

当M → ∞时, p(k(0), 4M + 3) → −∞,这与
式 (12)相矛盾.

2) 接着考虑bm <0的情况. 采用与第1种情况

类似的证明方法, 可得当M →∞时,p(k(0), 4M +
1) → −∞这仍与式(12)相矛盾.
综上所述, 假设不成立, 即函数 k(t) 在区间

[0, tf )上是有界的. 由式 (12)可知, z1, · · · , zp, p̂, θ̂

是有界的.
由式 (1) (2) ,可得

λi =
si−1+k1s

i−2+· · ·+ki−1

bmsm+· · ·+b0
[y−eT

1(sI−A0)−1

(k0y + ϕ(y) + Ψ(y)a + Φ(y)w)],

i = 1, · · · ,m + 1.
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再根据假设A2), A3), 以及 y 的有界性, 可
知 λ1, · · · ,λm+1 是有界的. 由关系式 vm =
Am

0 λ可知,存在矢量 qm,i ∈ Rm+i−1使得

vm,i = λm+i + qT
m,i[λ1, · · · ,λm+i−1]T,

2 6 i 6 ρ. (15)

根据式 (15) ,可进一步得到

λm+i = −qT
m,i[λ1, · · · ,λm+i−1]T + zi +

ωi−1(ζi−1, k, p̂, θ̂, y), 2 6 i 6 ρ.

由上式可推得 λm+2, · · · ,λn 是有界的. 因此控制
量 u有界,故 x是有界的. 闭环系统所有信号是有
界的,故 tf →∞.
由式(4),可知

w∞
0

z2
1dτ 6 1

c11

w∞
0

k̇(τ )dτ =
k(∞)−k(0)

c11
< ∞.

即z1 ∈L2, 又由于z1 ∈L∞, ż ∈L∞, 根据巴巴拉特
引理可得 lim

t→∞ z1=0,即系统跟踪误差渐近收敛于0.

5 算算算例例例(Design example)

考虑一个二阶受扰非线性系统ẋ1 = x2 +ay2 +
w(t)y3, ẋ2 = bu + w(t)y, y = x1.这里: a, b为未知

定常参数,高频增益的符号sgn b是未知的, w(t)表
示时变有界干扰. 系统中的滤波器设计为: η̇ =
A0η + ky, Ξ̇ = A0Ξ + ϕ(y), λ̇ = A0λ + e2u, δ̇b =
A0δb + Ψ(y)w(t). 其中, ϕ(y) = [y2, 0]T, Ψ(y) =
[y3, y]T,v0 = λ,k = [3, 2]T. 在仿真中, 分别
取a = 2, b = −5, w(t) = 0.2 sin(5t), yr = 0.
控制器中的参数分别取为c11 = 9, c12 = 7, c21 =
c22 = 9, ε1i = 3(1 6 i 6 6), ε2j = 4(j = 1, 2), ξ =
0.1, k̄1 =3, k̄2 =1. 参数自适应律中各参数分别取
为:Γ = I2, r = 1, θ0 = [−5, 2]T, p0 = 0.04. 系统状
态变量的初始值为x1(0)=0.2, x2(0)=0. 图1, 2给
出了仿真结果.

图 1 状态变量x1和x2

Fig. 1 State variables x1 and x2

图 2 控制量u

Fig. 2 Control input u

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类具有未知定常参数,其中包括未

知高频增益的受扰非线性最小相位系统, 提出了
一种鲁棒自适应输出反馈控制策略. 该策略并不
要求系统的所有状态变量可测, 也不需要高频增
益的符号和干扰界值的先验知识. 同时,系统中的
非线性项不要求满足增长性条件和匹配条件. 算
法使得参数估计量达到最小, 保证闭环系统所有
信号的有界性,同时使得跟踪误差渐近收敛于零.
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