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摘要:船舶水平面运动的欠驱动特性使船舶运动控制的研究具有了新的内涵. 本文在船舶水平面运动的运动学
及动力学模型基础上,将其演化为二阶系统方程组. 针对其欠驱动的特性,借助微分同胚变换及控制输入变换将其
转化为两个子系统,分别设计状态反馈控制律,从而得到了原系统的具有指数收敛速率的时变光滑反馈镇定律,实
现闭环系统所有状态全局指数收敛至平衡点. 该方法可用于欠驱动船舶动力定位或自动泊位控制.最后的仿真试
验验证表明本方法是有效的.
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Smooth time-variant exponential stabilization for
underactuated surface vessels

ZHAO Guo-liang1, HAN Bing2

(1. College of Automation, Harbin Engineering University, Harin Heilongjiang 150001, China;
2. Project Engineering Division, Capital Engineering & Research Incorporation Limited, Beijing 100053, China)

Abstract: The underactuated characteristic of surface vessel motion in horizontal plane creates new direction in the
research field of ship steering. Based on the kinematic and dynamic equations of surface vessel in horizontal plane, a set
of second-order dynamic equations are given. Due to its underactuated characteristic, two sub-systems are obtained based
on the diffeomorphism transformation and input transform. The state feedback control laws to form a smooth time-varying
feedback stabilization law with exponentially convergence rate for original system are then derived. The proposed smooth
time-varying feedback stabilization law guarantees all the states of original system to converge to the equilibrium point
exponentially. The stabilization law could be used in the cases of dynamic positioning and auto-mooring for underactuated
vessels. Finally, the effectiveness of the proposed method is illustrated by simulation tests.
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1 引引引言言言(Introduction)
机械系统的欠驱动特性是指系统控制输入向量

空间的维数小于系统广义坐标向量空间维数的情

况[1]. 该系统的特点是可用维数较少的输入控制其
在维数较多的广义坐标空间内的运动.对欠驱动系
统的研究,不仅可以降低系统费用及重量,还可以降
低因部分元件发生故障而对系统整体性能的影响.
欠驱动系统也可视为二阶非完整系统[2]. 因此目前
普遍认为对欠驱动系统的研究是一阶非完整系统研

究的延续[3, 4], 所采用的控制方法是基于非完整控
制系统的研究成果演化和发展起来的.
欠驱动船舶的动力定位或自动泊位控制可归

结为镇定控制律的设计问题. 欠驱动系统本质上
是非线性系统, 如果将系统在设定平衡点线性化,
则线性化后的系统不可控[5]. 此外, 由Brockett[6],
Coron和Rosier[7]的研究可知, 不存在连续时不变静
态状态反馈使得欠驱动水面船舶镇定在平衡点上;
同时以研究光滑状态反馈为主的现代非线性控制方

法也不能直接用于解决欠驱动船舶的镇定问题.
本文在欠驱动船舶水平面运动的动力学及运动

学方程的基础上,通过微分同胚变换将其拓展为二
阶欠驱动系统方程组;针对该二阶系统方程组,设计
了光滑时变指数镇定律;通过仿真试验验证了该控
制律是有效的.
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2 船船船舶舶舶水水水平平平面面面运运运动动动方方方程程程(Dynamic and kine-
matic models of surface vessels)
系统坐标系采用如下两个正交坐标系 (图 1 ):

地理坐标系 E-ΞHZ 和船体坐标系 O-XY Z, 其
中 Z 轴垂直于坐标平面 E-ΞH , Z 轴垂直于坐标

平面 O-XY .

图 1 系坐标系示意图

Fig. 1 Coordinate systems

常规船舶水平面运动非线性方程为[8]:

u̇ =
m22

m11

vr − d11

m11

u +
1

m11

F, (1)

v̇ = −m11

m22

ur − d22

m22

v, (2)

ṙ =
m11 −m22

m33

uv − d33

m33

r +
1

m33

T, (3)

ξ̇ = u cos ψ − v sinψ, (4)

η̇ = u sinψ + v cos ψ, (5)

ψ̇ = r. (6)

其中: u, v, r 分别表示船舶纵向速度、横荡速度及

艏摇角速度, ξ, η 为船舶在地理坐标系下的位置坐

标, ψ表示艏摇角, mii(i = 1, 2, 3)为惯性矩阵在船
体坐标系 3个坐标轴上的分量, dii(i = 1, 2, 3)为阻
力矩阵在船体坐标系 3个坐标轴上的分量; F, T 分

别表示船舶在船体坐标系下所受外部推进力、旋转

力矩.
常规水面船舶推进装置的配置方式为在船尾部

装有主推进器和舵. 这种配置形式在船舶运动方
程 (1)∼(6)中体现为仅存在2个控制输入 F 和 T ,不
存在任何横向推力. 而在船舶动力定位及自动泊位
控制过程中, 需要同时控制水平面运动的3个自由
度 (ξ, η, ψ), 故在该实际应用情况下, 系统归结为
欠驱动系统.
首先对式 (1)∼(6)进行微分同胚变换[5]

(z1, z2, z3, z4, z5, z6) =

(ψ, ξ cos ψ + η sinψ, − ξ sinψ + η cos ψ, v, r, u),
(7)

及控制输入变换

a1 = (T − d33r + (m11 −m22)uv)/m33, (8)

a2 = (F + m22vr − d11u)/m11. (9)

然后将状态 z4, z5, z6 用 z1, z2, z3 及其时间导

数 ż1, ż2, ż3代替,同时作控制输入变换[5]:

b1 = a1, (10)

b2 = a2 + ż3ż1 + z3a1. (11)

则式 (1)∼(6)可拓展为如下二阶系统方程组:

z̈1 =b1, (12)

z̈2 =b2, (13)

z̈3 =[−b1 − αż1 − (β + 1)ż1]

[
z2

ż2

]
+

[β(ż1)2 − α]

[
z3

ż3

]
. (14)

其中: α =
d22

m22

, β =
m11

m22

.

对于系统(1)∼(6)反馈镇定律的设计问题就转化
为分别对子系统(12)和子系统(13)(14)设计反馈镇定
律, 即分别设计控制器 b1(z1, ż1, t), b2(z2, ż2, z3,

ż3, t),使得系统从任意位置达到平衡点.

3 镇镇镇定定定控控控制制制律律律(Stabilization control laws)
通过适当的坐标平移,可以将系统镇定于任意平

衡点的问题简化为镇定于原点的问题.因此,不失一
般性,本文考虑镇定平衡点为原点的情况.

3.1 b1(t) 控控控制制制律律律(Stabilization control law for
the b1(t) )

定定定理理理 1 对于子系统 (12), 存在如下状态反馈
控制律

b1 = −2k1ż1 − k2
1z1 + E(t). (15)

其中 E(t) = e−λt, k1 > λ > 0使得 z1, ż1 指数收

敛于零.

证证证 将反馈控制律 (15)代入式 (12),得到方程

z̈1 + 2k1ż1 + k2
1z1 = E(t). (16)

因 k1 > λ > 0, 并由于 E(t) 指数收敛于零, 所
以 (z1, ż1)也指数收敛于零.

推推推论论论 1 在上述控制律 b1作用下,
ż1

E(t)
指数收

敛于
−λ

(k1 − λ)2
,

b1

E(t)
指数收敛于

λ2

(k1 − λ)2
.

证证证 求解方程 (16),得到
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z1 =
e−λt − e−k1t(1 + (k1 − λ)t)

(k1 − λ)2
+

[1 + k1t]z1(0)e−k1t. (17)

令

z11 =
z1

E(t)
, (18)

z12 =
ż1

E(t)
. (19)

将式 (17)带入式 (18) (19),可得

z11 =
1− e−(k1−λ)t(1 + (k1 − λ)t)

(k1 − λ)2
+

[1 + k1t]z1(0)e−(k1−λ)t, (20)

z12 =
−λ + λe−(k1−λ)t + k1(k1 − λ)te−(k1−λ)t

(k1 − λ)2
−

k2
1tz1(0)e−(k1−λ)t. (21)

对 式 (20) (21) 取 极 限, 可 得 z11 指 数 收 敛

于
1

(k1 − λ)2
, z12 指数收敛于

−λ

(k1 − λ)2
,

b1

E(t)
指

数收敛于
λ2

(k1 − λ)2
.

3.2 b2(t) 控控控制制制律律律(Stabilization control law for
the b2(t) )

引引引理理理 1[9] 考虑如下线性时变系统

ẋ = (A0 + A1(t))x + (B0 + B1(t))u. (22)

其中x ∈ Rn, u ∈ Rm.如果系统(22)满足如下条件:
1) lim

t→∞
A1(t) = 0,

w ∞
0
‖A1(t)‖dt < ∞,

lim
t→∞

B1(t) = 0,
w ∞

0
‖B1(t)‖dt < ∞;

2) (A0, B0) 为可镇定对, 则存在状态反馈 u =
−Kx,使得闭环系统 (22)一致指数镇定,其中K 的

选择将使 A0 −B0K 为Hurwitz阵.

对 式 (13) (14) 作 微 分 同 胚 变 换 W =

(w1, w2, w3, w4)T = (z2, ż2,
z3

E(t)
,

ż3

E(t)
)T, 并

对时间求导可得

Ẇ = (A0 + A1(t))W + (B0 + B1(t))b2. (23)

其中

A0 =




0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 λ 1

(α− λ)λ
(k1 − λ)2

− (β + 1)λ
(k1 − λ)2

0 λ− α




,

A1(t) =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
−b1−αż1

E(t)
− (α−λ)λ

(k1−λ)2
− (β+1)ż1

E(t)
+

(β+1)λ

(k1−λ)2
β(ż1)

2 0


,

B0 = (0 1 0 0)T, B1(t) = 0.

由于子系统 (12)的控制律 b1(t)已经获得,因而可将
系数矩阵 A0 + A1(t)中的 b1, ż1视为已知的时变函

数. 这样对于系统 (23)的反馈镇定问题就变为对线
性时变系统的反馈镇定问题.
在推论 1中结论的基础上,经过计算可知:

lim
t→∞

−b1 − αż1

E(t)
=

(α− λ)λ
(k1 − λ)2

, (24)

lim
t→∞

(β + 1)ż1

E(t)
=

(β + 1)λ
(k1 − λ)2

, (25)

lim
t→∞

β(ż1)2 = 0. (26)

由式 (24)∼(26) 的结果可以得出, 引理 1 中的条件
得到满足. 可知,存在状态反馈 b2 = −KbW, Kb =
[kb1 kb2 kb3 kb4],使得闭环系统 (23)一致指数镇定,
其中Kb的选择将使 A0 −B0Kb为Hurwitz阵.
由此得到以下定理.
定定定理理理 2 针对子系统 (13) (14),存在如下反馈控

制律

b2 = −KbW. (27)

其中 Kb = [kb1 kb2 kb3 kb4], 并使 A0 −
B0Kb为Hurwitz阵,则子系统 (13) (14)指数镇定.

4 仿仿仿真真真(Simulation)
采用文献 [10] 中水池试验用船模参数进行

仿真试验, 具体数据为: m11 = 200 kg, m22 =
250 kg, m33 = 80 kg·m2, d11 = 70 kg·s−1, d22 =
100 kg·s−1, d33 = 50 kg·s−1. 状 态 初 值

为 (ψ, ξ, η, u, v, r) = (π/6, − 2, − 2, 0, 0, 0).
反馈控制律 b1 中参数 λ = 1, k1 = 2.5. 本文采用极
点配置的方法获得反馈控制律 b2 中的参数 Kb. 子
系统 (23)中的极点选为:−0.3, −1.5, −1.3± 1.4i,通
过计算可得到Kb = [31.9, 6.0, − 26.9, − 41.25].
船舶的位置及航向变化曲线见图 2. 控制力、控

制力矩的时间响应曲线见图 3. 船舶的实际航迹见
图 4. 从仿真结果可以看出,本文所设计的镇定控制
律,可使系统的所有状态均指数收敛于零,可以实现
系统的镇定控制.
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图 2 状态量ξ, η, ψ的响应曲线

Fig. 2 Time responses of states ξ, η, ψ

图 3 控制力和控制力矩变化曲线

Fig. 3 Time responses of the force and torque

图 4 船舶实际航迹

Fig. 4 Actual path of the surface vessel

5 结结结论论论(Conclusion)
本文讨论了欠驱动水面船舶的镇定控制问题.首

先将船舶运动学及动力学方程演化为一个二阶系统

运动方程组. 针对其欠驱动的特性,借助微分同胚变
换及控制输入变换将其转化为两个子系统,分别设
计状态反馈控制律.在此基础上得到的欠驱动船舶
的具有指数收敛速率特性的镇定控制律,可保证系
统所有状态全局镇定,实现闭环系统所有状态全局
指数收敛至平衡点. 本文提出的控制律设计方法简
单,克服了其他方法[11,12]中控制律的不连续性和对

系统状态存在限制条件的缺陷.该方法可用于欠驱

动船舶动力定位或自动泊位控制.最后的仿真试验
验证表明本方法是有效的.
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