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摘要:针对状态难以直接测量的一类不确定非线性系统,基于状态观测器进行相应的迭代学习控制设计,可实
现在给定区间上对变轨迹的全局精确跟踪. 当任意两次迭代的目标轨迹完全不同,并且系统状态信息不完全已知
时, 通过引入能量函数的方法,可以证明随迭代次数增加,跟踪误差渐近收敛至零.仿真结果验证了结果的有效性.
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Observer-based iterative learning control for non-identical
trajectory tracking
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Abstract: A new iterative learning controller with state estimation is developed for tracking different trajectories in
a finite interval. A nonlinear system with uncertainties can be controlled by this scheme. By introducing an energy-
like function, the proposed method can achieve asymptotic convergence along learning repetition horizon when the target
trajectories of any two consecutive iterations are completely different, and the state information is not fully available.
Simulation result demonstrates the effectiveness of the proposed results.
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1 引引引言言言(Introduction)
自 从Arimoto等 人[1]率 先 提 出 迭 代 学 习 控

制(ILC)以来, 已发表的相关文献大都要求期望轨
迹不随迭代次数发生改变,即要求期望轨迹在整个
迭代学习过程中是一致的[2,3]. 然而,由于实际控制
任务往往有所不同, 一旦期望轨迹发生变化, 学习
到的输入信号将不再奏效,系统必须从头学习,从而
导致学习效率很低. 因此对变轨迹跟踪问题的研究
具有重要的理论意义和应用价值.文[4]考虑了变轨
迹的D-型、PD-型、PID型迭代学习算法. 文[5]针对
不确定非线性系统,基于观测器考虑了一类重复控
制问题, 要求系统参数为时间的周期函数. 文[6]考
虑了一类具有时变参数不确定性系统的变轨迹跟踪

问题,利用Lyapunov函数方法, 进行收敛性分析,其
中控制律是系统的状态反馈,然而在实际控制中,系
统的状态往往难以直接测量得到,应用系统的测量
输出来设计迭代学习控制律更具实用价值.本文针

对时变参数不确定非线性系统,研究并提出了基于
观测器的自适应迭代学习控制律设计方法,使得闭
环系统可在有限时间区间内实现对变轨迹的任意精

度跟踪.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑多输入多输出不确定系统{

ẋ(t) = Ax(t) + B[u(t) + Θ0(t)Φ(x, t)],

y(t) = Cx(t).
(1)

其中: t ∈ [0, T ], x(t) ∈ Rn, y(t) ∈ Rm, u(t) ∈ Rm

分别是系统状态向量、输出向量和控制输入

向量; A,B, C 为已知的适当维数定常矩阵;

Θ0(t) ∈ C{Rm×n1 , [0, T ]}为系统未知的参数向
量; Φ(x, t) ∈ Rn1 为已知向量值函数. 在本文中,假

定系统(1)满足假设

A1) CB 正定, (A,C)可检测, (A,B, C)不变零
点位于左半复平面;
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A2) Φ(x, t)满足一致全局Lipschitz条件, 即∀x1,

x2 ∈ Rn,有‖Φ(x1, t) − Φ(x2, t)‖ 6 l‖x1 − x2‖,其
中, l是未知的Lipschitz常数;

A3) Θ = [Θj,k]m×n1有界, Θj,k 6 Θ∗, Θ∗ > 0为
已知参数;
针对系统的状态难以直接测量得到的情况,考虑

状态观测器[7]

{
v̇ = (FA− LC)v + [L(Im + CD)− FAD]y,

x̂ = v −Dy.
(2)

其中: x̂为状态的估计值, D = −B(CB)−1 ∈
Rn×m, F = In + DC ∈ Rn×n, v ∈ Rn.定义估计

误差δx = x− x̂,则

δẋ = (FA− LC)δx. (3)

根据文[7], 存在矩阵 L ∈ Rn×m, 使得FA −
LC渐近稳定. 即对给定的正定矩阵Q ∈ Rn×n,存在
唯一正定矩阵P ∈ Rn×n,满足方程

(FA− LC)TP + P (FA− LC) = −Q. (4)
设ei = yri − yi为第i次迭代输出误差, i为迭代

次数, yri ∈ C1[0, T ]为系统第i次期望输出,对迭代
次数i, 假定yri一致有界, 这里, yri随迭代次数发生

改变. δxi =xi−x̂i为第i次迭代时的估计误差. 假定
A4) ei(0) = ei−1(T );
A5) δxi(0) = δxi−1(T );

则

ėi = ẏri− ẏi = ẏri−CAxi
−CBui

−CBΘ0Φi. (5)

其 中Φi = Φ(xi, t). 令G = [I − CA] ∈
Rm×(m+n), Θ = −Θ0, ϕi = [ẏT

ri xT
i ]T ∈ R(m+n),

对应ϕi 的估计为ϕ̂i = [ϕ̇T
ri x̂T

i ]T ∈ R(m+n).
而ϕi − ϕ̂i = [0 δxT

i ]T,故

ėi = Gϕi − CB(ui −ΘΦi). (6)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本文目的是设计一个基于状态观测器的控制律

ui = Kei + Θ̂iΦi + (CB)−1GΦ̂i. (7)

其中 Θ̂i ∈ Rm×n1 为未知参数Θ 的估计,满足如下
的自适应律

Θ̂i = proj(Θ̂i−1) + βeiΦ
T
i . (8)

对矩阵α = [aj,k]m×n1 ,定义 proj(·)如下:

proj(α) = [proj(aj,k)]m×n1 ,

proj(αj,k) =

{
αj,k, |αj,k| 6 Θ∗,

Θ∗ · sgn(aj,k), |aj,k| > Θ∗.

这里:j = 1, 2, · · · ,m, k = 1, 2 · · · , n1. Θ̂−1 = 0,
K 为反馈增益矩阵, β > 0为学习增益, 使得系统
迭代输出yi(t)在给定区间[0, T ]上渐近跟踪期望轨
迹yri(t).为叙述问题方便,给出如下定义:
定定定义义义 1 设{fi(t)}定义在区间[a, b], 若存在

M > 0,使得对任意自然数i和t ∈ [a, b],都有

|fi(t)| 6 M

成立,则称{fi(t)}在[a, b]上一致有界.
定定定义义义 2 设{fi(t)}是定义在区间[a, b]上的函数

列, 若∀ε > 0,∃δ > 0,当t
′
, t
′′ ∈ [a, b]且|t′ − t

′′ | <

δ时,对任意自然数i,恒有

|fi(t
′
)− fi(t

′′
)| < ε,

则称函数列{fi(t)}在[a, b]上等度连续.
注注注 1 等度连续是对函数列{fi(t)}一致连续性的一

种刻划,等价的说法是对任意i, {fi(t)}均是一致连续的.

下面的3条引理给出了等度连续的判定方法和相
应的性质.
引引引理理理 1 设{fi(t)}为区间[a, b]上可微函数列,

且{ḟi(t)}在区间[a, b]上一致有界, 则{fi(t)}在区
间[a, b]上等度连续
引引引理理理 2 已知 lim

i→∞

r b

a
fi(t)dt = 0, fi(t)在区

间[a, b]等度连续,并且对任意i及t ∈ [a, b], fi(t) > 0,
则fi(t)逐点收敛至0.
引引引理理理 3 设{fi(t)}在[a, b]上逐点收敛于 f(t),

则{fi(t)}在[a, b]上 等 度 连 续 的 充 要 条 件

是{fi(t)}在[a, b] 一致收敛于f(t), 并且f(t)为连
续函数.
下面给出本文主要结果.
定定定理理理 1 设系统满足假设A1)∼A5),并且

‖(CB)−1G‖2

λ
6 λmin(K). (9)

采用学习律(7)和自适应律(8), 则系统所有变量一
致有界,并且当i → ∞时, yi(t)在有限区间[0, T]上
一致收敛于期望轨迹yri(t), 这里, λ = λmin(Q),
λmin(·)为矩阵最小特征值.

证证证 定义能量函数如下

Ei(t) =
1
2
eT

i (t)(CB)−1ei(t) + δxT
i (t)Pδxi(t) +

1
2β

w T

0
tr[(Θ(τ)− Θ̂i(τ)) ·

(Θ(τ)− Θ̂i(τ))T]dτ. (10)

根据假设A4)及(6)(7)两式,可得
1
2
eT

i (T )(CB)−1ei(T )− 1
2
eT

i−1(T )(CB)−1ei−1(T )=
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w T

0
eT

i (τ)(CB)−1ėi(τ)dτ =
w T

0
[eT

i (CB)−1G(ϕi − ϕ̂i)− eT
i Kei+

eT
i (Θ − Θ̂i)ϕi]dτ. (11)

由于ϕi− ϕ̂i = [0 δxT
i ]T,并且ab 6 ca2 +

1
4c

b2对任

意常数a, b及c > 0均成立,故

‖eT
i (CB)−1G(ϕi − ϕ̂i)‖ 6

‖(CB)−1G‖2

λ
‖ei‖2 +

λ

4
‖δxi‖2. (12)

记γ =
‖(CB)−1G‖2

λ
−λmin(K),根据定理条件(9)可

知γ 6 0, 并记ζi = eT
i (Θ − Θ̂i)Φi, 将式(12) 代入

式(11)得到
1
2
eT

i (T )(CB)−1ei(T )− 1
2
eT

i−1(T )(CB)−1ei−1(T )6
w T

0
(γ‖ei‖2 +

λ

4
‖δxi‖2 + ζi)dτ. (13)

而根据假设A5)及式(4),可知

δxT
i (T )Pδxi(T )− δxT

i−1(T )Pδxi−1(T ) =
w T

0
δxT

i (−Q)δxidτ 6 −λ
w T

0
‖δxi‖2dτ. (14)

由于参数估计Θ̂i满足自适应律(8),根据文[6]可得
m∑

j=1

n1∑
k=1

(Θj,k − proj(Θ̂i−1,j,k))2 6
m∑

j=1

n1∑
k=1

(Θj,k − Θ̂i−1,j,k)2. (15)

其中Θj,k, Θ̂i−1,j,k分别为Θ, Θ̂i−1的第{j, k}个元素.
式(15)等价于

tr(Θ − proj(Θ̂i−1))(Θ − proj(Θ̂i−1))T 6
tr(Θ − Θ̂i−1)(Θ − Θ̂i−1)T. (16)

即
1
2β

w T

0
tr[(Θ − Θ̂i)(Θ − Θ̂i)T−

(Θ − Θ̂i−1)(Θ − Θ̂i−1)T]dτ 6

− 1
β

w T

0
tr[(Θ̂i − proj(Θ̂i−1))(Θ − Θ̂i)T+

1
2
(Θ̂i − proj(Θ̂i−1))(Θ̂i − proj(Θ̂i−1))T]dτ =

−
w T

0
ζidτ − β

2

w T

0
tr(eiΦ

T
i Φie

T
i )dτ (17)

由式(12)(14)(17)可知

∆Ei(T ) = Ei(T )− Ei−1(T ) =

1
2
eT

i (T )(CB)−1ei(T )− 1
2
eT

i−1(T )(CB)−1ei−1(T )+

δxT
i (T )Pδxi(T )− δxT

i−1(T )Pδxi−1(T )+
1
2β

w T

0
tr[(Θ − Θ̂i)(Θ − Θ̂i)T−

(Θ − Θ̂i−1)(Θ − Θ̂i−1)T]dτ 6
w T

0
(γ‖ei‖2 − 3λ

4
‖δxi‖2)dτ−

β

2

w T

0
tr(eiΦ

T
i Φie

T
i )dτ 6

w T

0
γ‖ei‖2dτ 6 0. (18)

类似文[9],易知Ei(T )6Ei−1(T )6 · · ·6E0(T ),而

|E0(T )| 6 |E0(0)|+ |
w T

0
Ė0dτ |. (19)

可知存在M1 > 0,使得w T

0
Ė0(t)dt 6

w T

0
[eT

0 (CB)−1ė0 + δẋT
0 Pδx0 + δxT

0 Pδẋ0+

1
2β

tr(Θ − Θ̂0)(Θ − Θ̂0)T−
1
2β

tr(Θ − Θ̂−1)(Θ − Θ̂−1)T +
1
2β

trΘΘT]dτ =

w T

0
[γ‖e0‖2 − 3λ

4
‖δx0‖2−

β

2
tre0Φ

T
0 Φ0e

T
0 ]dτ +

β

2
trΘΘT 6 M1. (20)

上述最后一个不等式是根据Θ0在闭区间[0, T ]
上的连续有界性得到的. 又根据式(18)

Ei(T ) =E0(T ) +
i∑

j=1

∆Ej(T ) 6

E0(T ) +
i∑

j=0

w T

0
r‖ej‖2dτ. (21)

即,存在M2 > 0,使得
i∑

j=0

w T

0
−r‖ej‖2dτ 6

E0(T )− Ei(T ) 6 E0(T ) 6 M2. (22)

故

lim
i→∞

w T

0
‖ei‖2dτ = 0. (23)

同时,由式(18)(22)易知

Ei(T ) 6 E0(T ) 6 M2. (24)

根据式(24),可知

Ei(t) =
w T

0
Ėi(τ)dτ + Ei(0) 6

w T

0
(r‖ei‖2− 3λ

4
‖δxi‖2)dτ−β

2

w T

0
tr(eiΦ

T
i Φie

T
i )dτ+



798 控 制 理 论 与 应 用 第 24卷

1
2β

w T

0
tr[(Θ − Θ̂i−1)(Θ − Θ̂i−1)T] + Ei(0) 6

1
2β

w T

0
tr[(Θ − Θ̂i−1)(Θ − Θ̂i−1)T] + Ei(0) 6

M2 + Ei(0). (25)

而根据式(24)

Ei(0) =
1
2
eT

i (0)(CB)−1ei(0) + δxT
i (0)Pδxi(0) =

1
2
eT

i−1(T )(CB)−1ei−1(T )+

δxT
i−1(T )Pδxi−1(T ) 6 M2, (26)

因 此Ei(t)一 致 有 界. 也 即ei(t), δi(t),
r t

0
(Θ −

Θ̂i)(Θ − Θ̂i)Tdτ一致有界. 由yri的有界性可

知xi, x̂i一致有界, 又根据式(8)可知Θ̂i一致有界, 代
入式(7),可知ui 一致有界,代入式(6),可知ėi一致有

界. 根据引理1, ei在区间[0, T ]等度连续,根据引理2,
ei逐点收敛至0,根据引理3, ei一致收敛于0.即

lim
i→∞

‖ei(t)‖2 = 0. (27)

也即, 随迭代次数充分增大, yi(t)在有限区
间[0, T ]一致收敛于期望轨迹yri(t). 证毕.

4 例例例子子子(Examples)
考虑下面的电路模型[5],参数为R1 = 1 Ω, R2 =

1 Ω, 电感L1 = 0.36 H, L2 = 0.5 H, 互感M =
0.15 H, i1, i2 是回路电流, u是输入电压,定义x1 =
i1, x2 = i2,电路可表示为

[
ẋ1

ẋ2

]
=




−R1L2

L1L2 −M 2

R2M

L1L2 −M 2

R1M

L1L2 −M 2

−R2L1

L1L2 −M 2




[
x1

x2

]
+




L2 −M

L1L2 −M 2

L1 −M

L1L2 −M 2


 [u(t) + Θ0(t)Ψ(t)].

可测输出为y = x1,目标轨迹为

yri(t) =

{
ki sin(πt), i = 1, 3, 5, · · · ,

2πki(1− t)t, i = 2, 4, 6, · · · .

对以上电路模型, 设计基于观测器的控制律(7),
使得系统迭代输出yi(t)在给定区间[0, T ]能渐近
跟踪期望轨迹yri(t). 这里: t ∈ [0, 1], ki是每次

迭代时从区间[−1, 0]
⋃

[0, 1] 中随机产生的随机
数.设计观测器增益L = [3.5 4]T, FA − LC 的

特征值为−3.5,−2.86,参数真值为Θ = [θ1, θ2], 这
里, q1 = t3 + 1, θ2 = 0.8t2 + et, θ∗ = 4. 根

据式(9), K只需满足
‖(CB)−1G‖2

λmin(Q)
6 λmin(K), 故

取K = 4, β = 1, 系统初值为x1 = 1, x2 = 2, δ1 =
3, δ2 = 3.4, Φ(t) = [cos t, sin t]T. 利用MATLAB编
程得到误差轨迹如图1所示, 状态x2及状态估计x1

的比较如图2所示.

图 1 收敛误差

Fig. 1 Convergence error

图 2 状态及状态估计轨迹

Fig. 2 Trajectories of x1andx2

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类参数不确定系统, 利用Lyapunov

方法,基于观测器给出相应的迭代学习控制律设计
方法,可实现在给定区间内对变轨迹的任意精度的
跟踪. 仿真结果验证了结果的有效性.
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附附附录录录(Appendix)
引理2的证明(反证法): 假设fi(t)在t0处不收敛于0,则

存在ε0 > 0, 存在in ∈ N , 使得|fin
(t0)| > ε0, 即fin

(t0) >
ε0, 又因为fin

(t)等度连续, 因此对上述
ε0

2
, 存在δ > 0.

这里, δ 6 min{|a − t0|, |b − t0|}, 当|t − t0| < δ时,

有|fin
(t)− fin

(t0)| < ε0

2
,即fin

(t) > ε0

2
,因此

|
w T

0
fin

(t)dt| =
w T

0
fin

(t)dt >
w t0+δ

t0−δ
fin

(t)dt > ε0

2
· 2δ = ε0 · δ (28)

与

lim
i→∞

w b

a
fi(t)dt = 0 (29)

矛盾,因此fi(t)逐点收敛于0.
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