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摘要: 针对一类带输入时滞的线性时滞系统, 基于LMI方法, 采用一种基于“descriptor form” 的Lyapunov-
Krasovskii泛函和无记忆的状态反馈控制, 在放大过程中对未知矩阵减小限制并降低维数, 从而得到了该类系统
的H∞ 控制器的保守性较小、较为简便的充分条件解,对以往的方法指出问题并提出改进思想,得到了各种情况下
如何选用保守性较小且简便实用的算法,仿真实例验证了算法的可行性.
关键词:输入时滞;时滞系统; LMI;基于“descriptor form”的Lyapunov-Krasovskii泛函
中图分类号: TP13 文献标识码: A

Improved method of H-infinity control for
a class of linear time-delay systems with input delay
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Abstract: A method of LMI(linear matrix inequality)and a kind of Lyapunov-Krasovskii functional based on “descrip-
tor form” are applied to design H-infinity controller for a class of linear time-delay systems with input delay, which is via
the memoryless state feedback control. Less restrictions and low dimensions are realized on unknown matrices, resulting
in a less conservative and simpler sufficient condition. Disadvantages and their improvement are also proposed for the old
strategies, and proper algorithms under special situations are brought forward with some feasible numerical examples.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,对于时滞系统的H∞控制已经取得了较

大发展[1∼11], 文[1∼3]给出了若干线性状态时滞系
统H∞ 无记忆或带记忆的状态反馈控制.而线性时
滞且输入时滞的系统在文[4]中初次涉及,但用的是
基于传统的Lyapunov-Krasovskii函数,虽然得到了依
赖于时滞的状态反馈控制解,但在推导过程中多次
对矩阵不等式进行放大, 增加了保守性, 而且在求
解时需要事先确定某些未知矩阵, 计算困难.近几
年来,一种能集中放大矩阵不等式的基于“descriptor
form”的Lyapunov-Krasovskii泛函方法开始在时滞系
统的研究中得到应用[5,7∼11], 由于能一次集中放大
不等式, 因此结论的保守性大大减小, 但是这些结
论中大多要求维数较高的LMI, 而且在求解过程中
为了能得到LMI往往需要使某些矩阵有特定的形
式[7∼10], 这也带来了保守性, 对于带输入时滞的系
统为了能得到类似于不带输入时滞时的结果,所引

入的“等价子系统”由于需要事先确定一未知大参数
不太实用,而且结果与原系统有差别,更有着不可忽
略的矛盾(见注3).
针对状态时滞且输入时滞的线性时滞系

统, 研究该类系统的H∞控制问题, 不仅吸取
了文[1∼11]中时滞相关型控制及基于“descriptor
form”的Lyapunov-Krasovskii泛函的优点, 把系统结
构充分体现在Lyapunov-Krasovskii函数中,从而克服
以往Lyapunov函数在推导过程中由于矩阵不等式放
大次数较多带来的保守性. 在此基础上,矩阵不等式
放大方式也采用了保守性较小的一种(见注1),同时
提出了改进的“等价子系统”思想, 并指出了在不同
情况下应使用何种算法以达到保守性较小、实时性

较高,数值仿真例子相互比较验证了可行性.

2 问问问题题题的的的提提提出出出(Problem formulation and pre-
liminary)
考虑如下带输入时滞的线性时滞系统
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ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ1)+
B1w(t) + B2u(t− τ2),

z(t) = Cx(t) + Du(t),
x(t) = φ(t), ∀t ∈ [−τ, 0], τ = max{τ1, τ2}.

(1)
式中: x(t) ∈ Rn是状态向量, w(t) ∈ Rn1为干扰输

入向量, u(t) ∈ Rn2为控制输入向量, z(t) ∈ Rn3为

系统受控向量, A, A1, B1, B2, C, D为具有适当维数

的矩阵, τ1 > 0为系统状态时滞常数, τ2 > 0为系统
输入时滞常数, φ为系统初始状态函数.
本文研究的目的: 对于给定的常数γ > 0, 假定

系统状态x是可测的, 如何设计一个时滞相关型状
态反馈控制

u(t) = Kx(t). (2)

其中K = K(τ1, τ2)为待求的控制器增益矩阵, 使
得系统(1)是渐近稳定的, 且满足‖z‖2 < γ ‖w‖2(其
中‖·‖2为L2范数).

引引引理理理 1 [6] 对于适当维数的X , Y ,有

XTY + Y TX 6 αXTX +
1
α

Y TY, ∀α > 0. (3)

对任意适当维数的矩阵M ,向量a, b有

−2aTb 6[
a

b

]T[
X XM

MTX (MTX+I)X−1(XM+I)

][
a

b

]
. (4)

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
由式 (1) (2)可得系统闭环状态方程为




ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− τ1)+
B1w(t) + B2Kx(t− τ2),

z(t) = Cx(t) + DKx(t).
(5)

用文[5]中“descriptor form”的方法, 令 ẋ(t) = y(t),
则有

0=−y(t) + (A + A1 + B2K)x(t) + B1w(t)−
A1

w t

t−τ1

y(s)ds−B2K
w t

t−τ2

y(ξ)dξ. (6)

对系统(6),取Lyapunov-Krasovskii函数为

V (xt,wt) =

V1(xt,wt)+
2∑

i=1

w 0

−τi

w t

t+θ
y(s)TQiy(s)dsdθ+

2∑
i=1

w t

t−τi

x(s)TSix(s)ds. (7)

其中V1(xt,wt) = xTPx,则V1(xt,wt)沿系统(6)的
导数为

V̇1(xt,wt) = 2xTPy =

2[xT yT]
[P P1

0 P2

][y

0

]
=

2[xT yT ]
[P P1

0 P2

]{[ y

Āx− y + B1w

]
−

2∑
i=1

[ 0
Āi

] w t

t−τi

y(s)ds
}

. (8)

其中: Ā = A + A1 + B2K, Ā1 = A1, Ā2 = B2K,

令E =
[I 0
0 0

]
, P̄ =

[P P1

0 P2

]
, 矩阵P1, P2只需满

足EP̄T = P̄E就可使V̇1(xt, wt)与引入“descriptor
form”前相同, V (xt,wt)沿系统(6)的导数为

V̇ (xt,wt) =

V̇1(xt,wt) +
2∑

i=1

{
w 0

−τi

[y(t)TQiy(t)−
y(t + θ)TQiy(t + θ)]dθ+

2∑
i=1

[x(t)TSix(t)− x(t− τi)TSix(t− τi)]},

代入式(8)得

V̇ (xt,wt) = x̃(t)TΞ 0x̃(t) +
2∑

i=1

ηi −
2∑

i=1

w t

t−τi

y(θ)TQiy(θ)dθ. (9)

其中:

x̃(t)T =
[
xT yT wT x(t− τ1)T x(t− τ2)T

]
,

ηi(t) = −2
w t

t−τi

[xT yT ]P̄
[0
Āi

]
y(s)ds,

Ξ0 =


P1Ā+ĀTP1
T+

2∑
i=1

Si P−P1+ĀTP2
T P1B1 0 0

P−PT
1 +P2Ā

2∑
i=1

τiQi−P2−P2
T P2B1 0 0

(P1B1)T (P2B1)T 0 0 0
0 0 0 −S1 0
0 0 0 0 −S2




.

由引理1的式(4)可得

ηi 6τi

[
xT yT

]
P̄

[0
Āi

]
(MT

i Ri+I)R−1
i (RiMi+I)·

[
0 ĀT

i

]
P̄T

[x

y

]
+
w t

t−τi

yT(s)Riy(s)ds+

2
w t

t−τi

yT(s)dsRiMi

[
0 ĀT

i

]
P̄T

[x

y

]
.

注意到
w t

t−τi

y(s)ds = x(t)− x(t− τi),因此
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ηi 6 τi[xT yT ]P̄
[0
Āi

]
(MT

i Ri + I)R−1
i (RiMi+

I)[0 ĀT
i ]P̄T

[x

y

]
+
r t

t−τi
yT(s)Riy(s)ds+

2(x(t)−x(t−τi))TRiMi

[
0 ĀT

i

]
P̄T

[x

y

]
.

(10)
其中: Ri (i = 1, 2),为任一正定矩阵, Mi (i = 1, 2),
为适当维数的矩阵.
取正定矩阵Ri = Qi, 令Wi = ĀiM

T
i Qi,式(10)代

入式(8)(9)得

V̇ (xt,wt) 6 x̃T(t)TΞ x̃T(t). (11)

其中:

Ξ =


Σ1 Σ2 P1B1−P1W1−P1W2 P1(W1+Ā1) P1(W2+Ā2)
∗ Σ3 P2B1−P2W1−P2W2 P2(W1+Ā1) P2(W2+Ā2)
∗ ∗ 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ −S1 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −S2 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τ−1

1 Q1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τ−1

2 Q2




,

Σ3 =
2∑

i=1

τiQi − P2 − PT
2 ,

Σ1 =P1Ā+ĀTPT
1 +

2∑
i=1

P1Wi+
2∑

i=1

WT
i P1+

2∑
i=1

Si,

Σ2 = P − P1 + ĀTPT
2 +

2∑
i=1

WT
i P2.

注注注 1 式(10)采用引理1的式(4)而不是式(3)进行放

大, 虽然会产生新的未知矩阵Mi (i = 1, 2), 但式(4)比

式(3)的保守性要小[7]. 文[7, 8]中也采用了式(4)的放大

方式, 但未知矩阵Ri, Mi (i = 1, 2)的维数均为 2n, 给

计算带来了不便. 本文注意到
h0
Āi

i
=
h0
I

i
Āi, 在得到

式(10)后把[xT yT ]P̄
h0
Āi

i
= [xT yT ]P̄

h0
I

i
Āi = (xTP1 +

yTP2)Āi,使得Ri, Mi (i = 1, 2)的维数均为n,大大简化了

后面要求的LMI的维数.更值得注意的是, 文[7, 8]中Wi =

RiMiP ,为了求解的方便令Wi = εiP ,其中 εi为待定常数,

这样有一定保守性—矩阵乘积RiMi不一定就为一常数对

角阵 εiI . 而本文由于令Wi = ĀiM
T
i Qi,和 Āi, Qi看成不同

的矩阵进行求解,由于有适当维数矩阵MT
i 的存在, Wi, Āi,

Qi并不互相影响(只需MT
i 有解即可),从而减小了保守性.

为研究系统(6)的H∞特性, 令初始值φ(t) = 0,
则对T > 0及给定的常数 γ > 0,有

JT=
w T

0
(zTz − γ2wTw)dt 6

w T

0
(zTz − γ2wTw + V̇ (xt,wt))dt =

w T

0
[(Cx(t)+DKx(t))T(Cx(t)+DKx(t))−

γ2wTw+V̇ (xt,wt)]dt6
w T

0
x̃T(t)Ξ̃ x̃(t)dt. (12)

其中

Ξ̃ =Ξ +diag((C+DK)T(C+DK) 0
−γ2In1×n1 0 0 0 0).

故当Ξ̃ < 0时可得JT < 0,由式(11) (12)可得 Ξ̃ < 0等

价于求一个维数为 7n的矩阵不等式 Ξ̂ <0,对式Ξ̂ <

0两边同乘以矩阵diag(X1 X2 I X X X X ), 其

中X1 = P−1
1 , X2 = P−1

2 , 由于式(8)中对矩阵P1,

P2只需满足EP̄T= P̄E即可,考虑到计算简便和不

影响保守性,可令P1 = n1/n2P , P2 = 1/n2P ,其中

的n1, n2为待定正常数.因此P−1 =X =n1/n2X1 =

1/n2X2,再由Schur补引理 Ξ̃ <0等价于

Ξ̆ =




Σ̄1 Σ̄2 B1 −W̄1 −W̄2 W̄1+A1X W̄2+B2U
n2
n1

(CX+DU)T

∗ Σ̄3 B1 −W̄1 −W̄2 W̄1+A1X W̄2+B2U 0
∗ ∗ −γ2I 0 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ −S̄1 0 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ −S̄2 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τ−1

1 Q̄1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −τ−1

2 Q̄2 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0. (13)

其中:

Σ̄1 = (A+A1)
n2

n1
X+

n2

n1
B2U+

n2

n1
X(A+A1)T+

n2

n1
(B2U)T+

n2

n1

2∑
i=1

W̄i+
n2

n1

2∑
i=1

W̄T
i +(

n2

n1
)2

2∑
i=1

S̄i,

Σ̄2 = n2
n2 − n1

n1
X +

n2

n1
X(A + A1)T +

n2

n1
(B2U)T +

n2

n1

2∑
i=1

W̄T
i ,
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Σ̄3 = n2
2

2∑
i=1

τiQ̄i − 2n2X, S̄i = XSiX,

Q̄i = XQiX, W̄i = WiX, i = 1, 2, U = KX,

由此可得如下结论.
定定定理理理 1 对于输入时滞的线性时滞系统(1),

如果存在矩阵U , W̄i (i = 1, 2), 正定矩阵X , Q̄i,
S̄i (i = 1, 2), 及正常数ni (i = 1, 2), 使得线性矩
阵不等式(13)成立, 则采用控制器(2)是可镇定的,
且H∞性能指标小于给定的界γ. 控制器增益矩阵
为K = UX−1.
证证证 可以看出,如果存在矩阵U , W̄i (i = 1, 2),

正定矩阵X , Q̄i, S̄i (i = 1, 2), 及正常数n1, n2,
使得式(13)成立, 则线性时滞系统(1)内部是渐近
稳定的, 且式(12)可以满足. 用MATLAB软件中
的LMI工具箱可算得矩阵U、正定矩阵X ,即可算
得K = UX−1. 证毕.
注注注 2 在求解LMI(13)时可先定n1 = 1, 然后不断

调整n2的值直至式(13)可行.另外, 由LMI(13)可得到Qi =

X−1Q̄iX
−1及Wi = W̄iX

−1, 即得 ĀiM
T
i = WiQ

−1
i ,

而 Ā1 = A1已知, Ā2 = B2K = B2UX , 这样由 ĀiM
T
i =

WiQ
−1
i 可按MATLAB线性方程组的算法得到MT

i 的解(一

般很容易得到有解),如果经检验无解则再调整n1, n2的值

直至LMI(13)可行且检验MT
i 有解为止.

4 仿仿仿真真真实实实例例例、、、改改改进进进方方方案案案及及及各各各种种种情情情况况况下下下使使使用用用

不不不同同同算算算法法法的的的分分分析析析(Simulation examples, im-
proved approaches, and analysis for how to
use appropriate algorithms under special sit-
uations)
1) 一般带输入时滞系统的例子. 与传统的

Lyapunov-Krasovskii泛函方法相比,考虑如下与系
统(1)相符的系统



ẋ(t)=

[
0 0
0 1

]
x(t) +

[
−1 −1

0 −0.9

]
x(t− 0.4)+

[
0.2
0.2

]
w(t) +

[
1
0.03

]
u(t− 0.9),

z(t) =
[
0 1

]
x(t) + 0.1u(t).

如果用文[4]中的方法, 将很难计算所要求
的LMI, 因为要事先确定9个未知正定矩阵Pi

(i = 1, · · · , 9)的值, 以至于无法确定该方法是否
能得到系统满足H∞特性的稳定解.如果用定理1,
取γ = 0.0009, K = [−0.0000 −10.0000],且经检
验MT

i (i = 1, 2)有解,因此本文的方案具有明显小

的保守性、实用性.
注注注 3 对于带输入时滞的系统,文[7∼9]没有研究,但

其中的u = Kx(t − τ)可看成是本文中 τ1 = τ2 = τ , 即

状态时滞与输入时滞参数相等的特例.文[7, 9]都采用了

基于“descriptor form” Lyapunov-Krasovskii泛函, 且都使用

了“等价子系统方法”(构造一子系统 ˙̄u = −ρū(t) + ρu(t),

在ρ À 1时 ū → u, 再令 ξ = col{x ū}为新状态变量与原
系统联立后通过新系统的控制矩阵K̃反求原系统的控制矩

阵K)—-显然用这样的方法不仅大常数 ρ À 1很难确定,而

且在[7, 9]中都指出所得K与原系统有误差,因此该方法并

不十分实用；还有一点值得注意—-如把 ū当成u使用, 则

有 u̇ = ˙̄u = −ρū(t) + ρu(t) = −ρu(t) + ρu(t) = 0即控制

输入u的变化律是趋于零的(注意 ρ → ∞而不是 t → ∞时
的变化律), 这与文[7∼9]中所说的u = Kx(t)即有 u̇ =

Kẋ(t)不等于0相矛盾,因此文[7∼9]中的结论存在问题.

2) 不带输入时滞(即 τ2 = 0)且z(t) =
col{Cx(t) Du(t)}的例子. 与传统的及现有的
基于“descriptor form”的Lyapunov-Krasovskii泛函
方法相比,考虑如下不带入输入时滞的系统



ẋ(t)=
[0 0
0 1

]
x(t) +

[−1 −1
0 −0.9

]
x(t− 0.999)+

[1
1

]
w(t) +

[0
1

]
u(t),

zT(t) = { [0 1]x(t)T 0.1u(t)T}.

用 传 统Lyapunov-Krasovskii泛 函 的 结 论[11]可

得 γ = 1.8822, K = −[0.10452 749058], 用引
理1中 式(3)进 行 放 大 推 导 得 到 的 结 论[9]

γ = 0.22844, K = [0 −182194], 在应用基于
“descriptor form”的Lyapunov-Krasovskii泛函并使
用引理1中式(4)进行放大, 但令Wi = QiMiP̄ =
εiP̄

[7,8]得到的结果为取ε = −0.3, γ = 0.1287,
K = [0 −1028500]. 用定理1可得 γ = 0.6840,
K = [−0.0000 −3.4994],且经检验MT

1 有解.
注注注 4 尽管定理1具有注1中所述优点, 但值得注意

的是本文由于Wi的存在, 不能像文[7∼9]那样把 P̄当成

一个整体进行计算(否则会有Wi的矛盾解), 特别是文[7,

8]中令Wi = RiMiP̄ = εiP̄虽然Ri有局限性但整体求 P̄ ,

且 εi一般取负值, 其保守性显然比使用式(3)的文[9]要小,

因此本文令P1 = n1/n2P , P2 = 1/n2P—-限制了P1, P2的

取法因此也带来一定保守性.可见,当系统不带输入时滞时,

采用文[7, 8]中的方案保守性最小,因此结论的保守性不仅

受到放大方式的影响,而且要受到计算取值的影响,对于体
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现“descriptor form”的 P̄应尽量当成一个整体进行计算.

由此可以想到有没有一种方法既可以整体求

解 P̄以减小保守性,又能不出现文[7, 9]中 u̇ = 0的
矛盾呢？可有如下两种改进方案(这里是思想介
绍,其具体结果将在其它文章中推导):

1) 构造一子系统m ˙̄u = −ū(t) + u(t), 显然
这样的系统在 ˙̄u为有限值的情况下满足在m →
0时ū → u, 不会产生文[7, 9]中把u用 ū代入却

产生 u̇ = 0的矛盾. 令 ξ = col{x τ ū}, 然后
再用类似于[7]中的推导.值得注意的是如果采
用带记忆状态反馈控制, 且带记忆的状态反馈
控制的时滞参数不止一个时, 有u(t − τl+1) =

l∑
i=0

Kix(t− τl+1+i)(τl+1+i = τi + τl+1, τl+1为输入

时滞参数, τi (i = 1, · · · , l) 为状态时滞参数), 应
有 ξ = col{x τ ū1 · · · τ ūl+1}, 其中ūi = Kix,
新构成的系统维数更高,但可以整体求P̄ ,保守性
小.

2) 对于小时滞系统, 构造τi ˙̄u = −ū + u可

得到ū ≈ u(t − τi), 这样采用无记忆反馈控制
就以ξ = col{x τl+1ū}(采用带记忆反馈控制就
用ξ = col{x τl+1ū1 · · · τ2l+1ūl+1})为向量重
新构造与原系统等价的新系统的状态方程, 而且
不用像 1)要估计一极小的参数m → 0, 给求解带
来了方便.
注注注 5 由注3、注4综述:当系统的状态变量为单时

滞时, 采用形式为式(2)的无记忆状态反馈控制器的保

守性最小的结论是文[7, 8]中的结果—-基于“descriptor

form”的Lyapunov-Krasovskii泛函所引入的P̄当成一个整体

进行计算；当系统在含有状态时滞的同时还带有输入时

滞,这时如系统维数较高或实时性要求较高应采用本文定

理1的结论,只有系统维数较低且保守性要求极高才可采用

注4中改进的”等价子系统”方法(特别对于小时滞系统, 尽

量采用其改进的方案 2) )；一般情况下还是倾向于使用定

理1(简便实用, 且控制矩阵没有误差).因此, 任何结论的保

守性、实用性都不是绝对的,对于具体问题应具体分析.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文的主要目的是针对一类带输入时滞的线

性时滞系统, 研究该系统的H∞控制问题, 利用一
种基于“descriptor form” 的Lyapunov-Krasovskii泛
函和依赖于时滞的线性矩阵不等式(LMI)方法,在
此基础上进行改进使结果更简便、保守性更小,得
到了使闭环系统稳定且满足H∞性能指标的充分

条件.
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