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摄摄摄动动动离离离散散散矩矩矩阵阵阵Lyapunov方方方程程程解解解的的的估估估计计计

陈东彦, 侯 玲
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摘要: 研究摄动离散矩阵Lyapunov方程解的估计问题, 利用矩阵运算性质及Lyapunov稳定性理论, 给出在结
构不确定性假设下方程解的存在条件及解的上下界估计, 估计结果由一个线性矩阵不等式(LMI)和两个矩阵代
数Riccati方程确定. 针对几种不确定性假设,进一步给出矩阵代数Riccati方程的具体形式. 最后通过一个算例说明
了所得结果的有效性.
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On the estimation of solutions to perturbed discrete
matrix Lyapunov equations
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Abstract: The estimation of the solution to the perturbed discrete matrix Lyapunov equation is studied. The existence
condition and upper and lower bounds estimation of the solution to the equation under the structured uncertainty assumption
are presented by applying the operational property of matrix and Lyapunov stability theory, the estimation is then deter-
mined by a linear matrix inequality (LMI) and two matrix algebra Riccati equations. The concrete form of matrix algebra
Riccati equations are also given for some uncertainty assumptions. Finally, the effectiveness of above results is shown by
an example.
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1 引引引言言言(Introduction)
离散Lyapunov方程在确定性离散系统和随机

离散系统研究中均具有重要作用. 由于在实际
问题中不可避免地存在着不确定性因素,使得离
散Lyapunov方程中常常带有不确定参数, 因此研究
摄动离散Lyapunov方程解的问题就变得十分重要.
文献[1,2]对此进行了研究,特别是文献[2]通过求解
两个代数Riccati方程, 给出了范数有界不确定性假
设条件下摄动离散Lyapunov方程解的存在条件及其
上下界估计,其结果较文献[1]更为简洁有效
本文在文献[2]的基础上继续讨论了摄动离

散Lyapunov方程, 给出不确定性为一般情形时方
程解的存在条件及其上下界估计,并针对几种常见
的不确定性假设进行了具体讨论,获得了相应的解
的存在条件与解的估计结果,最后通过算例对部分
结果进行了验证.

2 主主主要要要结结结果果果(Main results)
考虑如下含有结构不确定性的摄动离散矩

阵Lyapunov方程

P = (A + ∆A)TP (A + ∆A) + Q. (1)

其中: A ∈ Rn×n渐近稳定,Q ∈ Rn×n半正定,即Q >
0,∆A ∈ Rn×n 表示不确定性,但一般可设其具有一

定的不确定性结构,如假设

∆A ∈ Ω ={∆A : ∆AT∆A 6 Ω(∆A),

Ω(∆A) > 0}. (2)

进一步,对方程(1)假设矩阵对(A + ∆A,Q
1
2 )可稳

本文的目的是: 寻求摄动离散矩阵Lyapunov方

程(1)正定解的存在条件, 并确定其解P 的上下

界P1和P2,即P2 6 P 6 P1. 其中, P2 6 P 6 P1当

且仅当P − P2 > 0, P1 − P > 0.

收稿日期: 2005−05−08;收修改稿日期: 2005−11−29.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(10471031).



第 5期 陈东彦等: 摄动离散矩阵Lyapunov方程解的估计 831

引引引理理理 1[3] 设矩阵P > 0, Q > 0,矩阵对(A,Q
1
2 )

可稳,且P = ATPA + Q,则A渐近稳定.
定定定理理理 1 设矩阵对(A+∆A,Q1/2)可稳. 如果存

在常数ε1, ε2 >0和对称正定矩阵P1, P2 >0,满足

ε1P1 < I, (3)

P1 = ATP1A + ATP1(ε−1
1 I − P1)−1P1A+

ε−1
1 Ω(∆A) + Q, (4)

和

P2 = ATP2A−ATP2(ε−1
2 I + P2)−1P2A−

ε−1
2 Ω(∆A) + Q. (5)

则

1) 对所有允许不确定性∆A,A + ∆A渐近稳定;
2) 方程(1)的正定解P存在,且

P2 6 P 6 P1. (6)
证证证 1) 设ε1, P1满足式(3)和(4),构造矩阵

S1 = (
1
ε1

I − P1)−1/2P1A− (
1
ε1

I − P1)1/2∆A.

则

0 6 ST
1 S1 =

ATP1(ε−1
1 I − P1)−1P1A− (A + ∆A)TP1(A + ∆A)+

ATP1A + ε−1
1 ∆AT∆A 6

ATP1(ε−1
1 I − P1)−1P1A− (A + ∆A)TP1(A + ∆A)+

ATP1A + ε−1
1 Ω(∆A) 4= Γ.

将式(4)代入上式,得

P1 = (A + ∆A)TP1(A + ∆A) + Γ + Q. (7)

由于(A+∆A,Q1/2)可稳,且Γ > 0,所以由[3]知
(A+∆A, (Γ +Q)1/2)也可稳. 又因P1 > 0, 故由引
理1知,对所有允许不确定性∆A,A+∆A渐近稳定.

2) 由A + ∆A渐近稳定, 且矩阵对(A +
∆A,Q1/2)可稳, 知方程(1)的正定解P存在. 用

式(7)减式(1),得

P1 − P = (A + ∆A)T(P1 − P )(A + ∆A) + Γ,

P1 − P =
∞∑

k=0

[(A + ∆A)k]TΓ (A + ∆A)k > 0.

故P 6 P1.
再由ε2, P2满足式(5),构造矩阵

S2 = (
1
ε2

I + P2)−1/2P2A + (
1
ε2

I + P2)1/2∆A,

则有

0 6 ST
2 S2 6

ATP2(ε−1
2 I+P2)−1P2A+(A+∆A)TP2(A+∆A)−

ATP2A + ε−1
2 Ω(∆A) 4= H.

将式(5)代入上式,得

P2 = (A + ∆A)TP2(A + ∆A)−H + Q. (8)

用式(1)减式(8),得

P − P2 = (A + ∆A)T(P − P2)(A + ∆A) + H,

P − P2 =
∞∑

k=0

[(A + ∆A)k]TH(A + ∆A)k > 0,

故P2 6 P . 证毕.
注注注 1 由定理1给出的解存在条件及其上下界

需求解LMI(3)和矩阵Riccati方程(4)(5), 其中半正定矩

阵Ω(∆A)与∆A有关, 当∆A满足不同的不确定性结构时,

可以给出相应的Ω(∆A).下面进行分别讨论.

情情情形形形 1 假设∆A满足非结构不确定性,即

σ1(∆A) 6 δ, δ > 0,

其中σ1(·)为矩阵(·)的最大奇异值
引引引理理理 2 设W ∈ Rn×n是对称矩阵,则

W 6 σ1(W )I.

证证证 若W−σ1(W )I>0,则存在正定阵Q满足方程

W − σ1(W )−Q = 0,即

2−1(σ1(W )I−W )T+2−1(σ1(W )I−W )+Q=0.

因此矩阵σ1(W )I − W渐近稳定, 其特征值均具有
负实部.而由W 的对称性,知

σ1(W ) =
√

λ1(WTW ) = λ1(W ),

λ(σ1(W )I −W ) = σ1(W )− λ(W ).

其中λ(·)是矩阵的特征值,λ1(·)是矩阵的最大特征
值.所以σ1(W )I−W 的特征值均具有非负实部,矛盾.
推推推论论论 1 若∆A满足非结构不确定性, 则在定

理1中可取

Ω(∆A) = δ2I.

情情情形形形 2 假设∆A满足强结构不确定性,即

|∆A| 6 D = (dij)n×n.

其中: ∆A = (∆aij), |∆A| = (|∆aij|),且|∆A| 6
D当且仅当|∆aij| 6 dij .
由于,对任意x ∈ Rn,有

xT∆AT∆Ax =
n∑

i,j,k=1

xi∆aki∆akjxj 6

2−1
n∑

i,j,k=1

(xi∆aki∆akixi + xj∆akj∆akjxj) =
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n
n∑

i,k=1

xi∆a2
kixi 6 n

n∑
i,k=1

xid
2
kixi =

nxTdiag{DT
i Di}x.

其中Di记为D的第i个列向量. 于是得
推推推论论论 2 若∆A满足强结构不确定性, 则在定

理1中可取

Ω(∆A) = ndiag{DT
i Di}.

情情情形形形 3 假设∆A满足矩阵多胞型结构不确定

性,即

∆A =
m∑

k=1

rkEk,

其中: Ek ∈ Rn×n为已知矩阵, rk 为未知不确定参

数,但满足|rk| 6 r̄k,, r̄k为非负常数.
引引引理理理 3 [4] 设x, y为一定维数的向量, X, Y为相

应维数的矩阵,有如下不等式:

2xTXY y 6 xTXXTx + yTY TY y.

由引理3,对任意x ∈ Rn,有

xT∆AT∆Ax = xT(
m∑

k,j=1

rkrjEkEj)x 6

1
2

m∑
k,j=1

(xTr2
kE

T
k Ekx + xTr2

jE
T
j Ejx) 6

mxT(
m∑

k=1

r̄2
kE

T
k Ek)x.

于是得

推推推论论论 3 若∆A满足矩阵多胞型结构不确定性,
则在定理1中可取

Ω(∆A) = m
m∑

k=1

r̄2
kE

T
k Ek.

情情情形形形 4 假设∆A满足范数有界不确定性,即

∆A = DFE,

其中: D ∈ Rn×s, E ∈ Rl×n为已知矩阵,F ∈ Rs×l为

未知不确定矩阵,但满足

FTF 6 I.

引引引理理理 4 设W,V为一定维数的矩阵,则有

V TWTWV 6 σ2
1(W )V TV.

证明略.
由引理4,有

∆AT∆A = ETFTDTDFE 6 σ2
1(D)ETE,

于是得

推推推论论论 4 若∆A满足范数有界不确定性,则在定
理1中可取

Ω(∆A) = σ2
1(D)ETE.

3 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
例例例 设方程(1)中的矩阵为

A =

[
−0.5 0.1

0 −0.4

]
, ∆A = DF (t)E,

D =

[
0.049 0.014
0.014 0.038

]
, E = I2,

F =

[
sin t 0
0 cos t

]
, Q =

(
0.223 0
0 0.1

)
.

易见FTF 6 I , 且A渐近稳定. 由推论4取
Ω(∆A) = 0.0796I2, 由[5]中的稳定性判据可验
证A + ∆A渐近稳定, 再按文献[2]中方法, 取ε1 =
0.5, ε2 = 0.6,由定理1解得

P1 =

[
0.328 0.0264
0.0264 0.1371

]
, P2 =

[
0.2766 0.0141
0.0141 0.1148

]
,

比较可知P2 > X2. 其中

X1 =

[
0.28054 0.00871
0.00871 0.12583

]
, X2 =

[
0.0252 0.01
0.01 0.0055

]
,

分别为文[2]中方程(1)的解的上界和下界.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文对离散摄动Lyapunov方程的解进行了估计,

在一般结构不确定性假设下得到了解的上下界,且
解的界由LMI和Riccati方程确定, 可以方便地计算.
对几种常用不确定性假设的讨论又使得研究结果更

具体可行.
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