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摘要:针对一类非线性系统,研究了故障情况下基于输出反馈的容错控制问题.首先基于Zhang的自适应观测器
和Lin的输出反馈控制律设计了正常系统的标称控制律,分析了该控制律的性能,并得到了故障发生后仍然采用该
控制律时闭环系统状态有界的充分条件.在此基础上,设计了故障系统的容错控制律,证明了若发生的故障满足前
述的充分条件,则故障系统在该容错控制律下稳定. 数值仿真表明了该方法的有效性.
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Output feedback fault-tolerant control of a class of nonlinear systems
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Abstract: An output feedback fault-tolerant control scheme is proposed for a class of nonlinear systems with unknown
faults. Firstly, a nominal controller is designed by integrating Zhang’s adaptive observer with Lin’s output feedback con-
troller. Under the nominal controller, the closed-loop system without faults is stable, and the closed-loop system with faults
is bounded if a sufficient condition on the faults holds. Then, a fault-tolerant controller is designed for the faulty system.
For faults satisfying the former sufficient condition, the faulty system under the fault-tolerant controller is proved stable.
Finally, a numerical example is included to demonstrate the effectiveness.
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1 引引引言言言(Introduction)
现代化工程技术正朝着大规模、复杂化的方向

发展,一旦发生故障,就可能造成很大的损失和人员
伤亡. 容错控制就是在这种背景下诞生的. 容错控制
的主要目标是当控制系统发生故障时,系统仍然能
够保持一定的性能.到目前为止,线性系统的容错控
制技术已经基本发展成熟.非线性系统的容错控制
研究也取得了一些成果,具体参见容错控制方面的
综述[1∼3].
现有的非线性系统容错控制方法中较多成果都

假设了所有状态都可测的条件[4,5]. 实际工业过程
中,很多系统并不满足这一假设. 研究基于输出的容
错控制器的设计是非常有必要的. 由于非线性系统
并不满足分离原理,这一问题非常困难,目前这方面
成果较少[6∼8].
本文针对一类特殊的非线性系统,分别设计了基

于输出反馈的标称控制律和容错控制律,分析了正

常系统采用标称控制律时闭环系统的性能;指出了
故障发生后在标称控制律下闭环系统状态有界的充

分条件;针对满足该充分条件的故障,证明了故障系
统在所设计的容错控制律下的稳定性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑一类非线性系统{

ẋ(t) = Aox(t) + g(x(t))u(t) + ψ(t)θ,

y(t) = cox(t).
(1)

其中: x(t) ∈ Rn, u(t)) ∈ Rn, y(t) ∈ R和θ ∈ Rp 分

别是系统状态、输入、输出和故障参数;

Ao =




0 1 · · · 0
...

...
... 0

0 0 · · · 1
−an −an−1 · · · −a1




,
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g(x) =




g1(x1)
g2(x1, x2)

...
gn(x1, x2, · · · , xn)




,

g :Rn→Rn×n为光滑函数; co =[1, 0,· · · , 0];ψ(t) ∈
Rn×p为已知的时变矩阵,故障θ为未知常数,未发生
故障时θ = 0.
对系统(1)做如下假设:
i) 存在正定阵P使得AT

oP + PAo = −I;
ii) ‖ ψ(t) ‖6 Ψ < ∞;
iii) g(x)在D上满足局部Lipschitz条件, 其Lips-

chitz常数为L;
iv) g(x)在D上可逆.
注注注 1 D ⊂ Rn是一个包含原点的紧集. ‖ · ‖为欧氏范

数及其诱导范数.
记故障发生时刻为Tf . 假定发生故障前未知参

数的估计值θ̂(t)已经收敛到0附近,即‖ θ̂(t) ‖6 δd,
δd是事先选定的阈值.当‖ θ̂(t) ‖> δd时,判断系统
发生故障. 记检测出故障的时刻为Td. 获得故障信
息后控制律重构的时刻记为容错时刻Tr(Tf<Td <

Tr). 针对系统(1),设计基于输出反馈的控制器

u(t) =

{
uo(t), 0 6 t < Tr,

ur(t), t > Tr,
(2)

使得

a) 0 6 t < Tf ,故障发生前系统稳定;
b) Tf 6 Td < Tr,故障发生后系统状态有界;
c) t > Tr,控制律重构后‖ x̄ ‖6 ε.
其中x̄

∆= lim
t→∞x(t)表示t充分大时的情况.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
3.1 标标标称称称控控控制制制律律律的的的设设设计计计及及及其其其性性性能能能分分分析析析(Nominal

controller and analysis of its performance)

本节将文[9]的自适应观测器和文[10]的输出

反馈控制律相结合,设计了系统(1)的标称控制律

并分析了它的性能.

文[9]的自适应观测器形式如下:

Υ̇ (t) =ρ(Am −Koco)Υ (t) + ρΛψ(t)Ω,

˙̂
θ(t) =ρΩΓΥ T(t)cT

o [y(t)− cox̂(t)],

˙̂x(t) =Amx̂(t) + Kox̂(t) + g(x̂(t))u(t)+

ψ(t)θ̂ + ρΛ−1Ko(y(t)− cox̂(t))+

Λ−1Υ (t)ΓΥ T(t)cT
o(y(t)− cox̂(t)). (3)

上述公式中的符号的含义同文[9]: x̂, θ̂分别表

示状态x和故障参数θ的估计值;常数ρ > 0是该自
适应观测器的设计参数;

Ko =:




0 1 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · 1
−an −an−1 · · · −a1




,

Am = Ao −Ko,

Λ = diag(1, ρ−1, · · · , ρ−(n−1)),

Ω = diag(ρq1 , · · · , ρqp).

选取非负整数q1, · · · , qp使得ΛΨΩ每一列中非零

元素关于ρ的最高次幂都是零,即使得ΛΨΩ每一列

中只含有 ρ的负指数幂.当 ρ充分大时可得Υ (t)
的上界与 ρ独立. S满足方程AT

mS + SAm + S =
cT

oco,Ko = S−1cT
o/2.

由文[9]可知,如果式(3)中Υ (t)满足持续激励条
件,则该自适应观测器误差是指数收敛的. 记 x̃

∆=
x̂(t) − x(t), θ̃(t) ∆= θ̂(t) − θ,该自适应观测器估计
误差可以写成

η̇(t) = ρ(Am −Koco)η(t) + ξ(t),
˙̃
ϑ = −ΓΥ T(t)cT

oco[η(t) + Υ (t)ϑ̃(t)].
(4)

其中:

z(t) = Λx(t), ẑ(t) = Λx̂(t), z̃(t) = Λx̃(t),

ϑ̃(t) = ρ−1Ω−1θ̃(t), η(t) = z̃ − Υ (t)ϑ̃,

ξ(t) = Λ[KoΛ
−1ẑ(t)−KoΛ

−1z(t)]+

Λ[g(Λ−1ẑ(t))− g(Λ−1z(t))]u(t).

当0 6 t < Tr时,设计标称控制律

uo(t) =

−sgn(x̂TPg.1)min(|x̂TPg.1|, α)

...
−sgn(x̂TPg.n)min(|x̂TPg.n|, α)


 . (5)

其中: g.i(x)(16 i6n)是g(x)的第i列,常数α > 0为
设计参数,正定矩阵P是假设i)中黎卡提方程的解.
引引引理理理 1[9] 如果Υ (t)满足持续激励条件,

F (t)为方程

Ḟ (t) = [ΓΥ T(t)cT
ocoΥ (t)]TF (t) +

F (t)[ΓΥ T(t)cT
ocoΥ (t)]− I

的解,那么存在正常数α1和β1,使F (t)满足α1I 6
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F (t) 6 β1I .

为了叙述方便,定义一些集合如下:

D
∆={x ∈ Rn|‖x‖ 6 r},

Dc
∆={x ∈ Rn|xTPx 6 c},

XD
∆=max

c>0
{Dc|Dc ⊂ D},

V (t, η, ϑ̃)∆=ηT(t)Sη(t) + ϑ̃T(t)F (t)ϑ̃(t),

∆(x, η, ϑ̃, t)∆=XD × {V 6 d}.

引引引理理理 2 考虑闭环系统(1)(3)(5), 如果假设i)∼
iv)满足, Υ (t)满足持续激励条件, 那么当故障参

数θ满足式(6)时, 一定存在常数α > 0和d > 0使

得∆(x, ζ, ϑ̃, t)是该闭环系统的正不变集合.

‖θ‖ 6 1
2‖P‖ψ

√
c

λmax(P )
. (6)

证证证 选取自适应观测器的设计参数ρ > 1.

由x̂ = x + Λ−1[η + Υ (t)ϑ̃],可得

‖x̂‖ 6 ‖x‖+ ρn−1[‖η‖+ ‖Υ (t)‖‖ϑ̃‖] 6
√

c

λmin(P )
+ ρn−1[

√
d

λmin(S)
+ ‖Υ (t)‖

√
d

α1
].

选取适当的d,使得下式成立:
√

c

λmin(P )
+ ρn−1[

√
d

λmin(S)
+‖Υ (t)‖

√
d

α1
] 6 r.

从而当(x, η, ϑ̃) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, t)时,有x̂ ∈ D.

I) 对所有的

(x, η, ϑ̃) ∈ {x ∈ Rn : xTPx = c}×
{η ∈ Rn, ϑ̃ ∈ Rp : V (t, η, ϑ̃) 6 d}, (7)

根据假设i)可得

d(xT(t)Px(t))
dt

6

− ‖x(t)‖(‖x(t)‖ − 2‖P‖ḡXD

√
nα− 2‖P‖Ψ‖θ‖).

其中ḡXD

∆= max
x∈XD

‖g(t)‖. 若故障参数θ满足式(6),

则总可以找到一个α使得
d(xTPx)

dt
6 0.

II) 对所有的

(x, η, ϑ̃) ∈ {x ∈ Rn : xTPx 6 c}×
{η ∈ Rn, ϑ̃ ∈ Rp : V (t, η, ϑ̃) = d}, (8)

由假设iii)和uo有界,类似于文[9]的收敛性证明,可

得V̇ (t) 6 0.

从 I)和 II)的证明过程可看出:如果 (x(0), η(0),

ϑ̃(0)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, 0),那么在集合∆(x, η, ϑ̃, t)的边

界上,系统运动都是指向其内部的. 从而有 (x(t),

η(t), ϑ̃(t)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, t).

证毕.

注注注 2 对于闭环非线性连续系统(1)(3)(5), 如果系统

满足引理2的条件,初值(x(0), η(0), ϑ̃(0)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, 0),则

由引理2和集合∆(x, η, ϑ̃)的有界性可得: 故障发生后, 系统

的状态有界. 这实际上是故障发生后闭环系统状态有界的

充分条件.

注注注 3 为了论文的完整性, 这里列出正不变集合的定

义. 考虑系统ẋ = f(x), 如果对所有的x(0) ∈ M ⇒ x(t) ∈
M, ∀t > 0,则称集合M为正不变集合[11].

注注注 4 是自适应观测器(3)的设计参数. 它的设计方

法详见文[9]. 笔者总是可以选择ρ使得ρ > 1成立. 不失一

般性,在本文中,假设ρ > 1.

定定定理理理 1 若闭环系统(1)(3)(5)满足引理 2的条

件, 且初值(x(0), η(0), ϑ̃(0)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, 0), 那么

该闭环系统局部指数稳定, 其平衡点为(x, x̃) =

(0, 0).

证证证 同文 [9],可证明自适应观测器误差 (x̃, θ̃)

指数收敛到零. 只需要再证明x̂(t)的收敛性. 发生

故障前θ = 0, θ̃ = θ̂. 考虑状态的估计值x̂(t).

h(t) =:ρΛ−1ko(y − cox̂)+

Λ−1Υ (t)ΓΥ T(t)cT
o [y − cox̂(t)].

注意到发生故障前, θ=0, θ̃(t)= θ̂(t). 由x̃(t)和θ̃(t)

指数收敛性,假设ii)和Υ (t)有界可得∃M > 0, β >

0使得

‖h(t) + ψ(t)θ̂‖ 6
‖ψ(t)‖ · ‖θ̂‖+ ‖ρΛ−1kocox̃‖+
‖Λ−1Υ (t)ΓΥ T(t)cT

ocox̃(t)‖ 6 Me−βt.

视h(t)和ψ(t)θ̂为下面系统的扰动:

˙̂x = Amx̂(t) + Kox̂(t) + g(x̂(t))u(t).

由该系统的指数收敛性, 可以证明: 当t → ∞时,

x(t)指数收敛到0,从而由x̃ = x̂(t) − x(t)和x̂(t)的

指数收敛性可得x(t)指数收敛到0.

证毕.
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3.2 容容容错错错控控控制制制律律律的的的设设设计计计(Fault tolerant controller)
容错时刻Tr是待定参数,设计容错控制律为

ur = −g(x(t))−1ψ(t)θ̂(Tr). (9)

需选择合适的Tr使得闭环系统满足控制目标c).
引引引理理理 1 假设系统满足引理 2的条件,且初值

(x(0), η(0), ϑ̃(0)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, 0),那么一定存在时
刻Tr使得控制律重构以后,闭环系统(1)(3)(9)的状
态满足

(x(t), η(t), ϑ̃(t)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, t), ∀t > Tr.

证证证 故障发生后, 控制律重构之前, 自适应观
测器仍然收敛,有

V (t, η, ϑ̃) 6
e−α(t−Tf)V (Tf , η(Tf), ϑ̃(Tf)) 6 e−α(t−Tr)d.

选择dε
∆= e−α(t−Tf)d, ρ > 1,可得

‖x̂(t)− x(t)‖ 6 ρn−1[‖η‖+ ‖Υ (t)‖‖ϑ̃‖] 6

ρn−1[

√
dε

λmin(S)
+ ‖Υ (t)‖

√
dε

α1
].

记

g
D

∆=min
x∈D

‖g(x)‖, q
∆=max(q1, q2, · · · , qp),

εx
∆=ρn−1[

√
dε

λmin(S)
+ ‖Υ (t)‖

√
dε

α1
],

εθ
∆=ρn−1

√
dε

α1
,

有下式成立：

‖θ̂(t)− θ(t)‖ 6 ρΩ‖ϑ̃‖ 6 ρq+1

√
dε

α1
.

I) 在边界式(7)上,与引理2证明类似,可得

d(xTPx)
dt

6

− ‖x‖[‖x‖ − 2‖P‖L‖g−1(x̂)‖‖ψ(t)‖ · ‖θ̂(Tr)‖εx−
2‖P‖‖ψ(t)‖εθ].

控制律重构之前, 由θ̃(t)的指数收敛性和θ的有界

性,可知‖θ̂(Tr)‖有界. 只要误差εx, εθ足够小,使得

2‖P‖[Lg−1
D
‖ψ(t)‖ · ‖θ̂(Tr)‖εx + ‖ψ(t)‖εθ] 6

√
c

λmax(P )

成立,则
d(xTPx)

dt
6 0成立.

II) 另一方面, 在边界式(8)上, 同引理2的证明
可得V̇ 6 0.
从而若(x(Tr), η(Tr), ϑ̃(Tr)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, Tr),

在 边 界 上 式(7)和(8)运 动 曲 线 都 指 向 集
合∆(x, η, ϑ̃, t)内部,可知该命题成立. 证毕.
定定定理理理 2 假设系统满足引理2的条件, 且初

值(x(0), η(0), ϑ̃(0)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, 0),那么一定存在
时刻Tr使得控制律重构以后,闭环系统(1)(3)(9)的
状态满足‖x̄‖ 6 ε.
证证证 由引理3可知

(x(t), η(t), ϑ̃(t)) ∈ ∆(x, η, ϑ̃, t), ∀t > Tr.

容错控制律(9)满足

‖ur‖6‖g−1(x̂)‖‖ψ(t)‖ · ‖θ̂(Tr)‖6Ψg−1
D ‖θ̂(Tr)‖.

由‖θ̂(Tr)‖有界可知‖ur‖有界. 由文[9]中证明可知,
自适应观测器(3)仍然指数收敛. 考虑状态估计器
方程

˙̂x(t) = Ax̂(t) + ψ(t)(θ̂(t)− θ̂(Tr)) + h(t). (10)

视h(t) + ψ(t)(θ̂(t) − θ̂(Tr))为系统(10)的输入. 由
估计误差的收敛性可知存在h0, β0使得

‖h(t) + ψ(t)(θ̂(t)− θ̂(Tr))‖ 6
h0e−β0t + ‖ψ(t)‖‖(θ̂(t)− θ) + (θ − θ̂(Tr))‖

成立.
由A稳定和式(10)可得

‖ lim
t→∞ x̂(t)‖ 6 Ψ‖θ − θ̂(Tr)‖/λA.

式中λA=1/‖A−1‖. 由上式和 lim
t→∞ x̃(t)= lim

t→∞ x̂(t)−
lim
t→∞x(t) = 0可得

‖x̄‖ = ‖ lim
t→∞x(t)‖ 6 Ψ‖θ − θ̂(Tr)‖/λA.

选择Tr使得‖θ − θ̂(Tr)‖足够小, 从而使得Ψ‖θ −
θ̂(Tr)‖/λA 6 ε成立. 证毕.
3.3 容容容错错错时时时刻刻刻的的的选选选取取取(Choice of controller switch-

ing time)
定定定义义义 1 定义系统故障发生时刻Tf到容错时

刻Tr的时间为容错时间.
从实际考虑, 希望容错时间越短越好, 但从定
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理2的证明中可以看出,容错时间和容错的性能这
两者是一对矛盾. 要求容错的快速性,容错控制性
能就有可能下降. 要求容错控制性能,就必须要有
足够的辨识时间. 下面给出Tr的一个保守的下界.
注注注 5 在满足引理2的条件下,初值(x(0),η(0),ϑ̃(0)) ∈

∆(x, η, ϑ̃, 0), 由定理2可得容错时间满足Tr > Tf +

1

αd
ln

1

α1
(
ρq+1Ψ

λAε
)2.

4 仿仿仿真真真(Simulation results)
参考文[9],考虑如下的双线性系统

ẋ =

[
0 1

−2 −4

]
x +

[
1 0
0 −4x1−4x2+8

]
u+

[
sin(2t)+cos(20t) 0
sin(5t)+cos(16t) sin(3t)+cos(27t)

][
θ1

θ2

]
,

y = [1 0]x.

系统初值x(0) = [1, 1]T. t=10 s时发生故障: θ1 =
1.5, θ2 = 1. 设计控制器使得系统满足条件a) b) c),
指标ε = 0.02.

图 1 状态x1, x2及其估计值的曲线

Fig. 1 State x1, x2 and their estimation

图 2 参数估计误差曲线

Fig. 2 Estimation error of fault parameters

故障发生前, 采用控制律(5), 控制器参数α =
0.5, t=20 s时进行控制律重构, 控制律形式如(9).
自适应观测器参数ρ = 7, Γ = diag(3, 0.5), Ω =

diag(1, 7),Ko = [1, 0.5]T, S =

[
1 −1
−1 2

]
. 自适应

观测器初始值x̂(0) = [0, 0]T, θ̂(0) = [0, 0]T.
图1是状态x1和x2及其估计值的曲线,图2是故

障参数的估计误差曲线.从图1可以看出控制律重
构后系统状态收敛到零附近, 从而验证了本文方
法的有效性.
5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对一类特殊的非线性系统,利用现有的

自适应观测器技术设计了一种容错控制策略, 并
从理论上证明了该方法的有效性.
本文的容错控制律设计是一种“分离”设计

的思想:当故障估计足够好之后,再进行控制律重
构. 这样的策略可以避免联合分析的困难.
由于本文考虑的对象较为特殊,如何将这种方

法推广到更广的系统,将是笔者继续研究的方向.
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