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摘要:针对粗糙集理论核心内容之一的知识约简问题,本文结合信息论有关知识,给出了粗糙集理论中一些概念
和运算的信息表示,并利用遗传算法作为约简工具,提出了一种知识相对约简的方法. 为使所得约简相对最优,将
条件信息熵的重要性定义融入了适值函数中. 同时,在适值函数的选取上引入了惩罚函数和罚系数,从而保证所求
的约简在包含最少而又非零个属性的基础上保持原有的分类能力. 通过实例分析可看出,该算法对求解约简问题
是快速有效的.
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Knowledge reduction approach based on information entropy and GA
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Abstract: One essence of the rough-set theory is knowledge reduction. Computing the minimal knowledge reduction
has been proved to be a NP hard problem. Firstly, an information representation of the concepts and operations of rough-set
are presented. Secondly, a relative attribute reduction algorithm is developed via the information-entropy-based genetic
algorithm (GA). Penalty function and coefficient are then used in fitness function to ensure fewer attributes while keeping
consistency of knowledge-base classification in reduction. The significant definition of information entropy used in the
fitness function can also make the reduction comparatively optimal. Finally, the experimental result shows that this approach
can find the optimal relative attribute reduction effectively and rapidly.
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1 引引引言言言(Introduction)
粗糙集理论是由波兰学者Pawlak Z在1982年提

出的[1], 是一种全新的刻划不完整性和不确定性问
题的数学工具. 目前,对粗糙集理论的研究多数是从
粗糙集理论的代数观点出发的,在代数表示下,粗糙
集理论的一些概念与运算的直观性较差, 因此一些
学者提出了粗糙集理论的信息论观点[2].
“知识约简”被认为是粗糙集理论的精华,其主

要思想是,在保持知识库分类能力不变的条件下,删
除其中不相关或不重要的知识, 导出问题的决策或
分类规则. 在文献[3]中, 作者给出了约简的信息论
观点包含代数观点这一证明, 并指出一个决策表在
代数观点下的约简不一定能够保证约简后的信息熵

不发生变化. 从信息论的角度讨论知识约简问题的
方法大致有3种: 基于条件熵的CEBARKCC算法和
CEBRKNC算法[3]以及基于互信息[4]的知识约简算

法. 这3种算法在应用过程中会遇到待选属性的信息
熵或互信息的值相等的情况, 这样选取哪个属性合
适便影响了整个算法的速度. 因此, 针对上述问题,
本文提出了用遗传算法求解知识的最小约简. 将遗
传算法用于粗糙集的信息论观点中, 既能避免在代
数观点下直观性缺点, 也可以快速方便的搜索到最
小约简.

2 粗粗粗糙糙糙集集集理理理论论论的的的信信信息息息论论论描描描述述述(Basic concepts
of rough set information view)
设U为一个论域,认为U上任一属性集合是定义

在U上的子集组成的σ代数上的一个随机变量,其概
率分布可通过如下方法确定:
定定定义义义 1 设P, Q在U上导出的划分分别为

X = {X1, X2, · · · , Xn}, Y = {Y1, Y2, · · · , Yn},
则P, Q在U上的子集组成的σ代数上的概率分布为

收稿日期: 2005−04−06;收修改稿日期: 2006−03−07.
基金项目: 国家自然科学基金资助项目(60674092, 60574051).



892 控 制 理 论 与 应 用 第 23卷[
X1 X2 · · · Xn

p(X1) p(X2) · · · p(Xn)

]
= [X : p],

[
Y1 Y2 · · · Ym

p(Y1) p(Y2) · · · p(Ym)

]
= [Y : p].

其中: p(Xi) = |Xi|/|U |, i = 1, 2, · · · , n; p(Yj) =
|Yj|/|U |, j = 1, 2, · · · ,m.
定定定义义义 2 知识Q(U/IND(Q) = {Y1, Y2, · · · ,

Ym})相对于知识P (U/IND(P ) = {X1, X2, · · · ,

Xn})的条件熵H(Q/P )定义为

H(Q/P ) =

−
n∑

i=1
p(Xi)

m∑
j=1

p(Yj/Xi) log(p(Yj/Xi)). (1)

式中 {
p(Yj/Xi) = |Yj ∩Xi|/|Xi|,
i = 1, 2, · · · , n, j = 1, 2, · · · ,m.

(2)

定定定义义义 3 设S = (U,A, V, f)是一个信息系统,
A = C∪D, C为条件属性, D为决策属性, P ⊂ C,则
对任意属性a ∈ C − P的相对决策属性D的重要

性SGF (a, P, D)定义为

SGF (a, P, D) = H(D/P )−H(D/P ∪ {a}). (3)
定定定理理理 1 设U是一个论域, P是U的一个条件属

性集合, D为决策属性,若P中的一个属性r是P相对

于决策属性D不必要的,则

H(D/P ) = H(D/P − {r}). (4)
证证证 令

U/IND(P ) = {X1, X2, · · · , Xn},
U/IND(Q) = {Y1, Y2, · · · , Ym}.

不失一般性,设

posp(D) = {X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xn}.
由式(1)得

H(D/P ) =

−
n∑

i=1
p(Xi)

m∑
j=1

p(Yj/Xi) log(p(Yj/Xi)) =

−
i−1∑
l=1

p(Xl)
m∑

j=1
p(Yj/Xl) log(p(Yj/Xl))−

− p(Xi)
m∑

j=1
p(Yj/Xi) log(p(Yj/Xi))−

−
n∑

l=i+1
p(Xl)

m∑
j=1

p(Yj/Xl) log(p(Yj/Xl)) =

− p(Xi)
m∑

j=1
p(Yj/Xi) log(p(Yj/Xi)).

若属性 r 是 P 相对于决策属性 D 不必要的,

则 posp−{r}(D) = posp(D), 故H(D/P − {r}) =
H(D/P ).
值得注意的是该定理的逆不一定成立, 但当论

域U是在P上相对于D一致时,定理逆则存在.
定定定理理理 2 设U是一个论域, P是U的一个条件属

性集合, D为决策属性, r为P中的一个属性,若

H(D/P ) 6= H(D/P − {r}), (5)

则属性r是P相对于决策属性D必要的.
证证证 令

U/IND(P ) = {X1, X2, · · · , Xn},
U/IND(Q) = {Y1, Y2, · · · , Ym}.

不失一般性,设

posp(D) = {X1, · · · , Xi−1, Xi+1, · · · , Xn}.
因此

H(D/P ) = −p(Xi)
m∑

j=1
p(Yj/Xi) log(p(Yj/Xi)).

若H(D/P ) 6= H(D/P − {r}), 则 posp−{r}(D) 6=
posp(D)必定成立, 故属性r是P相对于决策属

性D必要的.
该定理的逆同样不存在,当论域U是在P上相对

于D一致时,上定理逆则存在[3].
定定定理理理 3 设U是一个论域, P是U的一个条件

属性集合, D为决策属性, 对于P中任意属性r, 若
H(D/P ) 6= H(D/P − {r}), 该条件属性P相对于

决策属性D是独立的.
证证证 由定理2可得: P中的任意属性r相对于P是

必要的, 因此, 条件属性P相对于决策属性D是独

立的.
定定定理理理 4 设U是一个论域, P是U的一个条件

属性集合, D为决策属性, 且论域U是在P上相对

于D一致的,属性Q ⊂ P , r是Q中的任一属性,若属
性Q ⊂ P是P相对于决策属性D的一个约简, 当且
仅当以下条件满足:

H(D/P ) = H(D/Q), (6)

H(D/Q) 6= H(D/Q− {r}). (7)

3 基基基于于于信信信息息息熵熵熵的的的遗遗遗传传传约约约简简简算算算法法法(GA reduc-
tion approach based on information entropy)
当决策表是一致的时候,决策表约简计算的代数

观点和信息论观点是等价的. 但是,对于不一致决策
表,一个决策表在代数观点下的约简,不一定能够保
证约简后的信息熵不发生变化. 文献[3]给出了如果
一个属性不能为另一个属性集合的分类增加任何信

息就可将其进行约简这一证明,因此定理4亦可用于
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非一致决策表的约简计算.

3.1 适适适值值值函函函数数数的的的定定定义义义(Definition of fitness func-
tion)
适值函数是对个体位串的适应性进行评价的唯

一确定指标,从信息论的角度求解知识约简时,就不
得不考虑定义3中给出的重要性问题,因此可以将适
值函数定义为[5]

Fit=(ω+λ) · nnz(x) · (1− card(x)
n

)/(1+eτ(k0−k)).

(8)

其 中: n表 示 条 件 属 性 的 个 数; nnz(x) =



1, card(x) 6= 0

0, card(x) = 0
是防止个体(即条件属性个数)陷

入全零的罚系数; card(x)表示每个个体x中1的个数,
即所选取的条件属性的个数,可以看出个体中所含
条件属性越少(但不能为零)适值越大; λ为某一较小

给定值,设P ⊂C为相对核属性,对于任意a∈C −P ,
当max(SGF (a, P, D))对应的属性a选中时(即对应
的个体x中该位的值为1), λ取(0，0.5), 否则λ = 0;
1/(1 + eε(k0−k))为引入的惩罚函数, ω为惩罚因子,
一般取ω >1; k0取值为全部条件属性相对于决策属

性的条件熵即H(D/P ), k为每个个体对应条件属性

相对于决策属性的条件熵,取τ > 1. 整个适值的定
义目的就是使k = k0, 而所含的条件属性数目尽可
能的少,同时在约简的过程中考虑到SGF (a, P, D),
使得最终的约简能够达到最优.

3.2 遗遗遗传传传约约约简简简算算算法法法步步步骤骤骤(Steps of GA reduction ap-
proach)
步步步骤骤骤 1 计算所有条件属性C相对于决策属

性D的条件熵k0;
步步步骤骤骤 2 计算每个属性的重要性, 令C ′ = Φ, 对

于属性a, 若H(D/C) 6= H(D/C − {a}), 则C ′ =
C ′ ∪ a;得到C ′后,计算C ′相对于决策属性D的条件

熵k′,若k′ = k0,中止计算,所得的C ′即为相对最小

约简;若k′ 6= k0,执行步骤3;
步步步骤骤骤 3 利用定义3计算出其他属性与相对核属

性C ′对决策属性的重要度;
步步步骤骤骤 4 随机产生m个长度为n(条件属性个数)的

二进制串所代表的个体组成初始种群,每个个体的
每一位对应一个条件属性, 如取0表示不选择该属
性,取1则表示选择该属性;对每个属性a∈C,若a∈
C ′,令该条件属性的对应位取值为1;
步步步骤骤骤 5 对每一个个体,计算所含条件属性对决

策属性D的条件熵k;由适值公式计算出每个个体的

适值,找出适值最大的个体复制给下一代;

步步步骤骤骤 6 对于规模为m的种群, 计算每个个体的

适值Fiti及其被选择的概率ps(j) = Fitj/
m∑

i=1
Fiti, j =

1, 2, · · · ,m, 从而计算出被选择的期望数Pj =
m∗ps(j), 以轮盘赌的方式进行个体的选择, 构成
新的种群;
步步步骤骤骤 7 根据交叉概率对种群进行交叉操作,交

叉运算采用一致交叉运算,即染色体位串上的每一
位按相同概率进行随机均匀交叉;
步步步骤骤骤 8 依据变异概率对种群进行变异操作,变

异运算是通过按变异概率随机反转某位等位基因的

二进制字符值来实现;
步步步骤骤骤 9 对每一个个体,计算所含条件属性对决

策属性D的条件熵k;依据适值公式计算出每个个体
的适值;
步步步骤骤骤 10 判断遗传算法是否成熟(连续n代的最

优个体适应值不再提高),如果最优个体所对应的条
件属性的条件熵k = k0,检验该属性集合的独立性,
若以上两条件皆具备,则停止运算,否则转至步骤6.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Case study)
文献[6]提出的信息系统为电力系统中的故障诊

断模型,该信息系统中论域U包含27个对象,即27种
故障类型,决策属性:

D = {Fault},
U/D = {{1, 12, 13}, {2, 10, 15}, {3, 14}, {4, 6, 7, 16},

{5, 8, 9, 11}, {17}, {18}, {19}, {20}, {21},
{22}, {23}, {24}, {25}, {26}, {27}};

条件属性P为报警模式,

P = {CB1, CB2, CB3, CB4, Am, Bm, Cm, L1Am,

L1Bm, L2Bm, L2Cm, L1Ap, L1Bp, L2Bp,

L2Cp, L1As, L1Bs, L2Bs, L2Cs},
U/P = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8},

{9}, {10}, {11}, {12}, {13}, {14}, {15},
{16}, {17}, {18}, {19}, {20}, {21}, {22},
{23}, {24}, {25}, {26}, {27}},

H(D/P ) = 0.

表1是按照该约简算法求得的结果,计算中各参
数取值为:种群规模m = 20,交叉概率pc = 0.8,变
异概率pm = 0.05, ω̄ = 3, τ = 30. 该信息系统的条
件属性相对核为{Am, Cm}. 结果显示了每一代的最
优个体及适应值.在本例中种群在第14代就出现最
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优个体,连续22代保持不变.对应的约简属性为Q =
{CB1, CB2, CB3, CB4, Am, Cm, L2Bm},经检验该
属性相对于决策属性是独立的, 且H(D/Q) =
H(D/P ) = 0, 由定理6可知该约简为最小约简. 由
此, 在保持分类能力不变的情况下, 寻找故障原因
的范围由原来的19个减少到7个,去除了12个冗余属
性,如果没有漏报现象,产生各种故障的原因可以轻
松排查,故障诊断能力大为提高.

表 1 遗传约简计算结果
Table 1 Results of GA reduction approach

进化代数 最优个体 适应值

1 1110111101110000000 0.5803
2 1110101001101000000 0.8289
3 1110101001101000000 0.8289
4 1110101001101000000 0.8289
5 1110101001100000000 0.9119
6 1110101001100000000 0.9119
7 1110101001100000000 0.9119
8 1110101001100000000 0.9119
9 1110101001100000000 0.9119
10 1110101001100000000 0.9119
11 1110101001100000000 0.9119
12 1110101001100000000 0.9119
13 1111101001000000000 0.9646
14 1111101001000000000 0.9646
15 1111101001000000000 0.9646
16 1111101001000000000 0.9646
17 1111101001000000000 0.9646
18 1111101001000000000 0.9646
19 1111101001000000000 0.9646
20 1111101001000000000 0.9646
21 1111101001000000000 0.9646
22 1111101001000000000 0.9646
23 1111101001000000000 0.9646
24 1111101001000000000 0.9646
25 1111101001000000000 0.9646
26 1111101001000000000 0.9646
27 1111101001000000000 0.9646
28 1111101001000000000 0.9646
29 1111101001000000000 0.9646
30 1111101001000000000 0.9646
31 1111101001000000000 0.9646
32 1111101001000000000 0.9646
33 1111101001000000000 0.9646
34 1111101001000000000 0.9646
35 1111101001000000000 0.9646

5 结结结束束束语语语(Conclusion)
本文从粗糙集的信息论观点出发,讨论了粗糙集

理论中一些概念和运算的信息表示. 利用信息熵对
优化计算所提供的启发信息以及遗传算法具有的全

局优化和隐含并行性的优点, 给出了一种知识约简
算法, 并为求解基于信息熵的粗糙集知识约简提供
了理论依据,通过实例分析可看出,该算法在求解粗
糙集理论知识约简的问题上是快速有效的. 但是,该
算法在求解知识约简问题只能达到相对的最优, 如
何给出更有效的求解最优约简方法是下一步的工作

目标.
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