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摘要:讨论了线性多时滞不确定离散时间线性系统的时滞相关H∞控制问题.首先,建立了一个基于二次型项的
有限和不等式. 然后,利用这一不等式,采用Lyapunov-Krasovskii泛函方法,获得了系统不仅内部稳定而且具有给定
的H∞性能的时滞相关条件,同时以LMI的形式给出了无记忆H∞控制器的设计方法. 最后,数值例子说明了本文方
法的有效性.
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Delay-dependent H-infinity control for linear discrete-time uncertain
systems with multiple unknown delays
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Abstract: The delay-dependent H-infinity control of linear discrete-time uncertain systems with unknown delays is di-
scussed via memoryless state feedback. Firstly, an inequality for finite sums of quadratic terms is established. Based
on a linear matrix inequality (LMI), a new delay-dependent condition is then derived by employing Lyapunov-Krasovskii
functional method, which can ensure that the resulting closed-loop system is asymptotically stable with a prescribed H-
infinity performance. Moreover, the suitable H-infinity controller is designed in light of the feasibility of the obtained LMI.
Finally, a numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
包含时滞及不确定性的动态系统的鲁棒稳

定与稳定化问题的研究一直受到人们极大的关

注[1∼3].近几年来,对于动态系统的H∞控制问题,包
含时滞信息的基于LMI的各类时滞相关条件不断涌
现[4∼9],但众多条件均是针对连续系统而言的,针对
离散系统的却较少.主要原因之一是离散时间线性
定常时滞系统可以转化为高维无时滞的离散时间

线性系统, 参见文献[10,11], 这样就可以借助于离
散时间线性系统的H∞ 控制理论获得H∞控制器.但
是当时滞未知或系统含有不确定性时,这一方法不
再有效. 文献[12] 引入Riccati方程方法讨论了具有
未知时滞离散系统的稳定性,文献[13,14]将这一方
法推广到具有未知时滞的离散系统讨论H∞控制问

题; 文献[15]在某一假设下将具有未知时滞离散系
统的H∞控制问题转化为无时滞离散系统的H∞控
制,并获得了H∞控制器.然而,它们都没有考虑受控
输出也具有时滞的情况; 文献[16]虽然考虑了这一
点,但所得条件是时滞无关的,对于小时滞系统,具
有较大的保守性.
本文提出了一种新方法, 讨论了线性多时滞

不确定离散时间线性系统的时滞相关H∞控制问
题. 通过建立一个有限和不等式, 采用Lyapunov-
Krasovskii泛函方法, 获得了在无记忆控制器作用
下系统不仅仅内部稳定而且具有给定的H∞性能的
时滞相关的充分条件, 同时以LMI的形式给出了无
记忆H∞控制器的设计方法,数值例子说明了本文方
法的有效性.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
为简单起见,本文讨论具有两个未知时滞的离散

系统



x(k + 1)=Ax(k)+A1x(k−h1)+A2x(k−
h2) + B1w(k) + B2u(k),

z(k) = Cx(k) + C1x(k − h1) + C2x(k−
h2) + D11w(k) + D12u(k),

x(k) = 0, k 6 0.

(1)

式中: x(k)∈Rn为系统状态, u(k)∈Rm为控制输入,
w(k)∈R l 为扰动输入, 且w(k)∈l2, z(k)∈Rp为受控

输出, A,A1, A2, B1, B2, C, C1, C2, D11, D12 为具有

适当维数的常数实矩阵, 正整数h1, h2 为纯量未知

时滞,分别以d1, d2为其上界.
本文讨论的问题是: 设计如下无记忆状态反馈

u(k) = Kx(k). (2)

使得系统(1)在(2)的作用下不仅内部稳定而且具有
给定的H∞性能γ > 0,即满足

J =
∞∑

k=0

zT(k)z(k)− γ2wT(k)w(k) < 0. (3)

为此,首先建立如下引理.
引引引理理理 1 设y(k) := x(k +1)−x(k),则对∀M1,

M2, R ∈ Rn×n(R > 0),∀h > 0 ,以下不等式成立:

−
k−1∑

i=k−h

yT(i)Ry(i) 6

ξT(k)

[
MT

1 + M1 −MT
1 + M2

∗ −MT
2 −M2

]
ξ(k) +

hξT(k)

[
MT

1

MT
2

]
R−1

[
M1 M2

]
ξ(k). (4)

其中ξ(t) = col{x(k), x(k − h)} (这里符号∗表示对
称矩阵的对称项,下同).

证证证 记Y :=[M1 M2], G :=

[
R1/2 R−1/2Y

02n×n 02n×2n

]
,

则有

[
R Y

Y T Y TR−1Y

]
= GTG > 0,于是

k−1∑
i=k−h

[
y(i)
ξ(k)

]T [
R Y

Y T Y TR−1Y

][
y(i)
ξ(k)

]
> 0. (5)

整理式(5),即得式(4).
不等式(4)称为基于二次型项的有限和不等式.

下面利用这一不等式首先建立系统(1)在(2)的作用
下所得的闭环系统不仅内部稳定而且具有给定

的H∞性能的时滞相关条件,然后讨论控制器的设计
方法.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
这一节, 陈述本文的主要结果. 系统(1)在控制

器(2)的作用下导致的闭环系统为



x(k + 1) = AKx(k) + A1x(k − h1)+

A2x(k − h2) + B1w(k),

z(k) = CKx(k) + C1x(k − h1)+

C2x(k − h2) + D11w(k),

x(k) = 0, k 6 0.

(6)

其中: AK := A + B2K, CK = C + D12K . 利用引
理1,得到如下定理.
定定定理理理 1 给定γ>0. 若存在P >0, R1 >0, R2 >

0, Q1 >0, Q2 > 0,以及M1j,M2j ∈ Rn×m(j = 1, 2),
使得以下矩阵不等式成立:


Φ ΓT
1 h1Γ

T
1 h2Γ

T
1 h1Γ

T
2 h2Γ

T
3 ΓT

4

∗ −P−1 0 0 0 0 0
∗ ∗ −h1R

−1
1 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −h2R
−1
2 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −h1R1 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h2R2 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −I




< 0.

(7)
其中:

Φ =




ϕ11 ϕ12 ϕ13 PB1

∗ ϕ22 0 0
∗ ∗ ϕ33 0
∗ ∗ ∗ −γ2I


 ,

ϕ11 = P (AK − I) + (AT
K − I)P +

2∑
i=1

(Qi + MT
1i + M1i),

ϕ12 = PA1 −MT
11 + M21,

ϕ13 = PA2 −MT
12 + M22,

ϕ22 = −Q1 −MT
21 −M21,

ϕ33 = −Q2 −MT
22 −M22,

Γ1 = [AK−I A1 A2 B1],

Γ2 = [M11 M21 0 0],

Γ3 = [M12 0 M22 0],

Γ4 = [CK C1 C2 D11],

则闭环系统(6)不仅内部稳定而且具有给定的H∞性
能γ.
证证证 取如下Lyapunov-Krasovskii泛函

V (k) = xT(k)Px(k) + V1(k) + V2(k).
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其中:

Vj(k) =
0∑

θ=−hj+1

k−1∑
i=k−1+θ

yT(i)Rjy(i)+
k−1∑

i=k−hj

xT(i)Qjx(i),

y(k) = x(k + 1)− x(k).

j = 1, 2. 对V (k)沿系统(6)取差分,得到

∆V (k) = V (k + 1)− V (k) =

2xT(k)Py(k) + yT(k)(P + h1R1 + h2R2)y(k) +
2∑

j=1

[
xT(k)Qjx(k)− xT(k − hj)Qjx(k − hj)

]−
k−1∑

i=k−h1

yT(i)R1y(i)−
k−1∑

i=k−h2

yT(i)R2y(i). (8)

定义向量

ζ(k) = col{x(k), x(k − h1), x(k − h2), w(k)}.
由式(6),有

y(k) = Γ1ζ(k). (9)

又由引理1,对∀M1j,M2j ∈ Rn×n(j = 1, 2)有

−
k−1∑

i=k−hj

yT(i)Rjy(i) 6
[

x(k)
x(k−hj)

]T[
MT

1j+M1j −MT
1j+M2j

∗ −MT
2j−M2j

][
x(k)

x(k−hj)

]
+

hj

[
x(k)

x(k−hj)

]T[
MT

1j

MT
2j

]
Rj
−1

[
M1j M2j

][ x(k)
x(k − hj)

]
.

(10)

将式(9)(10)代入式(8),经整理后得到

∆V (k)− γ2wT(k)w(k) 6
ζT(k){Φ + ΓT

1 PΓ1 + ΓT
1 (h1R1 + h2R2)Γ1 +

h1Γ
T
2 R−1

1 Γ2 + h2Γ
T
3 R−1

2 Γ3}ζ(k). (11)

其中Φ, Γ1, Γ2, Γ3定义于式(7). 以下从两个方面证明
结论.
首先,证明闭环系统(6)内部稳定. 此时设w(k) =

0,∀k > 0. 如果矩阵不等式(7)成立, 则下面的矩阵
不等式也成立:


Φ̃ Γ̃T
1 h1Γ̃

T
1 h2Γ̃

T
1 h1Γ̃

T
2 h2Γ̃

T
3

∗ −P−1 0 0 0 0
∗ ∗ −h1R

−1
1 0 0 0

∗ ∗ ∗ −h2R
−1
2 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −h1R1 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h2R2




< 0.

(12)

其中：

Φ̃ =




ϕ11 ϕ12 ϕ13

∗ ϕ22 0
∗ ∗ ϕ33


 ,

Γ̃1 = [AK−I A1 A2],

Γ̃2 = [M11 M21 0],

Γ̃3 = [M12 0 M22],

对式(12)应用Schur补[17]并由式(11)得到∆V (k)<0 ,
于是由Lyapunov-Krasovskii稳定性定理知闭环系
统(6)渐近稳定.
其次, 证明闭环系统(7)在零初始条件下对任

意w(k) ∈ l2(w(k) 6= 0)满足J < 0. 此时,有

J 6
∞∑

k=0

[zT(k)z(k)−γ2wT(k)w(k)+∆V (k)]. (13)

将式(11)代入式(13),得到

J 6
∞∑

k=1

ζT(k){Φ + ΓT
1 (P + h1R1 + h2R2)Γ1 +

h1Γ
T
2 R−1

1 Γ2 + h2Γ
T
3 R−1

2 Γ3 + ΓT
4 Γ4}ζ(k).

其中Γ4定义于式(7). 如果矩阵不等式(7)成立, 则由
Schur补,就有J < 0,这就完成了定理的证明.
定理1给出了系统(1)经无记忆控制器(2)作用下

的闭环系统不仅内部稳定而且具有给定的H∞ 性能
的时滞相关条件.从定理的证明可以看出,引理1建
立的有限和不等式(4)对于时滞相关条件的获得起
了很重要的作用,与通常方法相比较,它不仅使模型
变换成为多余,而且也不需对交叉项进行界定.
容易看出,定理1得到的矩阵不等式是非线性的,

因此不能直接解出H∞控制器,下面的过程给出了一
种求解H∞控制器的线性化方法.
定定定理理理 2 给定γ > 0, λj, µj ∈ R (j = 1, 2). 如

果存在P̄ > 0, R̄1 > 0, R̄2 > 0, Q̄1 > 0, Q̄2 > 0 ,以
及具有适当维数的实矩阵Y ,使得以下LMI成立:[

Ξ N

∗ Λ

]
< 0. (14)

其中：

Ξ =




Ξ11 Ξ12 Ξ13 B1

∗ Ξ22 0 0
∗ ∗ Ξ33 0
∗ ∗ ∗ −γ2I


 ,

Ξ11 = (A− I)P̄ + P̄ (AT − I) + B2Y + Y TBT
2 −

2∑
j=1

[λjµ
−1
j (AjQ̄j + Q̄jA

T
j ) + λ2

jµ
−2
j Q̄j],

Ξ12 = P̄ + µ−1
1 A1Q̄1 + λ1µ

−1
1 Q̄1 + λ1µ

−2
1 Q̄1,
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Ξ22 = −2µ−1
1 Q̄1 − µ−2

1 Q̄1,

Ξ13 = P̄ + µ−1
2 A2Q̄2 + λ2µ

−1
2 Q̄2 + λ2µ

−2
2 Q̄2,

Ξ33 = −2µ−1
2 Q̄2 − µ−2

2 Q̄2,

N = [NT
1 h1N

T
1 h2N

T
1 NT

2 NT
3 NT

4 NT
5 NT

5 ],
N1 = [α1 µ−1

1 A1Q̄1 µ−1
2 A2Q̄2 B1],

N2 = [0 h1R̄1 0 0],
N3 = [0 0 h2R̄2 0],
N4 = [α2 µ−1

1 C1Q̄1 µ−1
2 C2Q̄2 D11],

N5 = [P̄ 0 0 0],
α1 = (A−I)P̄ +B2Y−λ1µ

−1
1 A1Q̄1−λ2µ

−1
2 A2Q̄2,

α2 = CP̄ + D12Y − λ1µ
−1
1 C1Q̄1 − λ2µ

−1
2 C2Q̄2,

Λ = diag(−p̄,−h1R̄1,−h2R̄2,−h1R̄1,

− h2R̄2,−I,−Q̄1,−R̄2).

则系统(1)在控制器(2)作用下不仅内部稳定而且具
有给定的H∞性能γ,并且控制器增益K = Y P̄−1.
证证证 对于矩阵不等式(7),定义

W =




P 0 0
M11 M21 0
M12 0 M22


 .

令 M1j = λjP, M2j = µjQ,λj , µj ∈ R, µj 6=
0 , j = 1, 2,则W 可逆,且

W−1 =




P−1 0 0
−λ1µ

−1
1 Q−1

1 µ−1
1 Q−1

1 0
λ2µ

−1
2 Q−1

2 0 µ−1
2 Q−1

2


 .

定义矩阵

H = diag(W, I, I, I, I, R−1
1 , R−1

2 , I).

对式(7)左边的矩阵进行合同变换, 左乘HT右乘H ,
同时记P̄ = P−1, Q̄j = Q−1

j , R̄j = R−1
j (j = 1, 2)

以及Y = KP−1, 经计算、整理, 并利用Schur 补即
得LMI(14).
定理2以LMI形式给出了H∞控制器的设计方法,

其有效性在于4个参数的调节. 借助于MATLAB优
化工具箱,如优化算法: fminsearch可以找到这些参
数的局部最优组合.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical examples)
例例例１１１ 为简单起见, 考虑如下具有单个时滞的

线性离散系统{
x(k+1)=Ax(k)+A1x(k−h)+B1w(k)+B2u(k),
z(k) = Cx(k) + 0.1u(k).

(15)
其中:

A =

[
1 0
0 1.01

]
, A1 =

[
−0.02 − 0.005
0 − 0.01

]
,

C = [1 0], B1 =

[
0
1

]
, B2 =

[
0
0.01

]
.

因D12 = 0.1 6= 0, 故文献[14]的结论对该
例无效. 利用文献[13,15]的方法, 对任意正整
数h > 1, 文献[13,15]给出的条件均无解. 因此,
文献[13,15]对该例无能为力. 但是, 利用本文方
法,取λ1 = −1, µ1 = 100, 对于不同的时滞获
得的H∞性能列于表1. 图1绘出了当h = 10 时
系统(1)在所得到的无记忆控制器作用下导致
的闭环系统的奇异值曲线, 从该曲线可得出该
闭环系统获得的最小H∞性能实际值为γmin =
18.6709, 这一结果表明了本文方法的有效性. 图
中: F为频率, SV为奇异值.

表 1 对于不同的h系统(15)获得的H∞性能
及相应的H∞控制器增益K

Table 1 Obtained H-infinity performances γmin and
controller gains K for different delays h

h γmin K

2 10.4598 [83.3662 –34.4324]
4 11.4308 [23.0448 –12.2888]
6 13.1352 [ 8.0264 –6.4352 ]
8 15.6811 [ 2.5102 –4.1830]

10 19.7068 [–0.1600 –2.9232]

图 1 当h = 10时,系统(15)在所得到的无记忆控
制器作用下导致的闭环系统的奇异值曲线

Fig. 1 Singular value curve of system (15) via the

obtained memoryless controller when h = 10

5 结结结论论论(Conclusion)
本文通过建立一个基于二次型项的有限和不等

式,利用Lyapunov-Krasovskii泛函方法讨论了多时滞
离散时间线性系统的时滞相关H∞控制问题,获得了
在无记忆控制器作用下系统不仅内部稳定而且具有

给定的H∞性能的时滞相关条件,同时以LMI的形式
给出了H∞控制器的设计方法,数值例子表明了本文
方法的有效性.
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