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摘要:研究了一类相当广泛的包含未知参数的非线性控制系统的自适应鲁棒控制问题,这类系统的标称系统包
含一些非最小相位非线性系统和一些不存在相对阶的非线性系统.其未知定常参数是线性的. 在一定假设条件下,
对该类系统给出了存在自适应控制器的充要条件,并采用backstepping方法给出了控制器的设计步骤. 所得主要结
论没有用到增长性假设、最小相位假设和相对阶的假设. 同时,还给出了不存在相对阶及非最小相位的非线性系统
的例子,对于后者给出了控制器的设计过程.
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Abstract: The problem of robust adaptive stabilization is discussed for a wide class of uncertain nonlinear control sys-
tems, of which the nominal systems include some non-minimum phase nonlinear systems and some systems without relative
degree. The uncertainties are time-invariant unknown linear parameters. Firstly, necessary and sufficient conditions are
presented for the existence of a robust adaptive controller with some assumptions. The design procedure of the controller is
then explicitly given by using the back-stepping approach. The main result does not require any growth conditions, relative
degree conditions and minimum phase conditions. Finally, some examples are presented to illustrate the design procedure.
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1 引引引言言言(Introduction)
鲁棒镇定主要研究存在未知未建模动态或时变

参数的非线性系统稳定性, 在最近的20年以来, 有
许多的文献提出了不同的鲁棒镇定方法, 比如文
献[1∼3],这些文献中主要处理所谓的匹配或非匹配
条件下的不确定性.
另一方面,一些文献研究了精确线性化和状态反

馈的鲁棒镇定方法[3∼5]. 在该领域还有一些文献提
出了一些自适应或状态反馈综合设计方法[6∼8], 这
些文献中要求未知参数是线性的. 文献[7]中则要求
参数是有界或满足增长性条件. 在文献[8]中, 作者
通过使用一些几何条件,减弱了上述提到的充分条
件. 但是要求系统具有某种规范的三角型. 最近文
献[9]指出了可反馈线性化系统鲁棒镇定的方向.特

别地, 解决了比文献[6,8]中更广泛的一类可反馈线
性化系统的鲁棒镇定问题,即,不再要求未知参数或
未建模干扰是线性的. 文献[8]中, 最关键之处是使
用了递归的、构造性的算法, 同时构造李雅普诺夫
函数和对于任何未知参数平衡点都全局渐近稳定的

光滑反馈控制律.必须注意到,上述提到的绝大部分
鲁棒或自适应控制策略都只适应于一类可以完全反

馈线性化系统.
本文的目标是研究一类更广泛的部分线性化系

统的鲁棒自适应控制问题.由文献[10],相当广泛的
非线性控制系统存在Brunovsky标准型,这一标准型
是线性系统Brunovsky标准型的推广,同时也是非线
性系统状态反馈线性化的推广. 对于这类重要的系
统,本文得到了系统可鲁棒自适应的充要条件.
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2 系系系统统统描描描述述述(System description)
考虑系统

ξ̇ = f(ξ) + g(ξ)u + q(ξ)θ. (1)

其中: θ ∈ Rs是未知定常参数, ξ ∈ Rn是状态, u ∈
R是输入. f : Rn → Rn, g : Rn→Rn和q : Rn→Rn×
Rs是光滑函数, f(0) = 0.
假设系统满足如下假设:
假假假设设设 1 设

Di = span{ads
fg | s 6 i− 1}, i = 1, · · · , n

是非奇异对合分布.记rankDn = r.
注注注 1 由文献[10]定理6.7类似可得,在假设1下,存在

原点的某领域,系统(1)的标称系统可以通过微分同胚坐标
变换[x z]T = T (ξ)及状态反馈u = α(ξ) + β(ξ)v,化为形式

8
>>>>>>>><
>>>>>>>>:

ż = f0(z),

ẋ1 = x2,

...
ẋr−1 = xr,

ẋr = v.

(2)

注意到上述形式不同于通常的基于相对阶概念的标准形.
如果系统(1)的标称系统连同其输出y = h(ξ)存在相对阶

且Dr = span{ads
fg | s 6 i− 1}是对合分布,则可以化为

ż = f0(z, x1),

ẋ1 = x2,

...
ẋr−1 = xr,

ẋr = v,

y = x1.

上述形式实际上是输入输出线性化, 在讨论状态稳定性的
时候, 包含输出线性化的上式相对于式(2)要稍强一些. 下
面是满足假设1但不具有相对阶的例子.
例例例 1 考虑系统

ẋ = u,

y = x2.

其中: x ∈ R是状态, y是输出.该系统显然没有相对
阶,但是满足假设1.

假假假设设设 2 未知干扰满足三角条件:

[q, Di] ⊂ Di, 0 6 i 6 r − 2.

由文献[8], 在假设1下, 系统是规范非线性系统, 存
在微分同胚坐标变换[x z]T = T (ξ)及状态反馈u =
α(ξ) + β(ξ)v,使得系统可以化成标准型

ż = f0(z) + q(x, z)θ,
ẋ1 = x2 + q1(x, z)θ,

...
ẋr−1 = xr + qr−1(x, z)θ,
ẋr = v + qr(x, z)θ.

进一步,由文献[8],在假设2下,上述标准型满足三角
化条件,具有形式




ż = f0(z) + f̃1(z, x1)θ,
ẋ1 = x2 + φ1(z, x1)θ,

...
ẋr−1 = xr + φr−1(z, x1, · · · , xr−1)θ,
ẋr = v + φr(z, x1, · · · , xr)θ.

(3)

假假假设设设 3 假设f̃1(z, 0) = 0, 所以f̃1(z, x1), 可以
分解为

f̃1(z, x1) = x1f1(z, x1).

其中 f1 ∈ C∞.

3 主主主要要要结结结论论论(Main result)
本节对于系统(1)寻求如下形式的自适应控制律,

使得闭环系统是鲁棒渐近稳定的:
˙̂
θ = ψ(z, x, θ̂),
u = K(z, x, θ̂).

(4)

其中θ̂ ∈ Rs是θ的估计.下面首先给出鲁棒自适应镇
定的定义:
定定定义义义 考虑系统(1), 设满足假设1∼3, 如果存在

自适应控制律(4),使得对于任意定常的参数θ,系统
在平衡点附近都是李雅普诺夫意义下渐近稳定的,
则称该系统可局部鲁棒自适应镇定.
下面是本文的主要结论:
定定定理理理 考虑系统(1), 假设1∼3成立, 则系统在平

衡点存在光滑状态反馈可局部鲁棒自适应镇定的充

要条件是系统的不能控子系统ż = f0(z)是渐近稳
定的.
证证证 必要性是明显的.
充分性. 不失一般性,假设r > 1. 因为系统ż =

f0(z)渐近稳定, 所以存在正定的李雅普诺夫函

数V1(·) : Rn−r → R,使得
∂V

∂z
f0(z)是负定的.

第第第1步步步 设x̃1 = x1,考虑函数

V0(z, x̃1) = V (z) +
1
2

x̃2
1.

由系统方程(3),有
ż = f0(z) + x̃1f1(z, x̃1)θ,
˙̃x1 = x2 + φ1(z, x̃1)θ.

(5)
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V1沿系统的轨线关于时间的导数为

V̇0(z, x̃1) =
∂V

∂z
f0(z) + x̃1

∂V

∂z
f1(z, x̃1)θ +

x̃1x2 + x̃1φ1(z, x̃1)θ.

定义函数



x∗2(z, x1; θ̂) =

− b1x̃1 − [
∂V

∂z
f1(z, x̃1) + φ1(z, x̃1)]θ̂1,

x∗2(0, 0; θ̂1) = 0.

(6)

其中θ̂1 ∈ Rs是θ的一个估计,满足方程
˙̂
θ1 = x̃1[

∂V

∂z
f1(z, x̃1)+φ1(z, x̃1)]T=ψ1(z, x1),

ψ1(0, 0) = 0.

定义估计误差

θ̃1(t) = θ − θ̂1(t).

考虑李雅普诺夫函数

V1(z, x̃1; θ̃1) = V (z) +
1
2
(x̃2

1 + θ̃T
1 θ̃1),

上式关于时间求导,考虑到式(5)

V̇1 =
∂V

∂z
f0(z) + x̃1[

∂V

∂z
f1(z, x̃1) +

φ1(z, x̃1)]θ + x̃1x2 − ˙̂
θT
1 θ̃1. (7)

令

x̃2 = x2 − x∗2(z, x1; θ̂1),

由式(6)(7)和上式,有

V̇1 =
∂V

∂z
f0(z)− b1x̃

2
1 + x̃2x̃1.

假设第i(1 6 i < r)步已完成, 此时, 存在函数
x∗2(z, x̃1; θ̂1), · · · , x∗i+1(z, x̃1, · · · , x̃i; θ̂1, · · · , θ̂i), 定
义全局微分同胚坐标变换

z = z, x̃1 = x1,

x̃2 = x2 − x∗2(z, x̃1; θ̂1), · · · , x̃i+1 =
xi+1 + x̃i−1 − x∗i+1(z, x̃1, · · · , x̃i; θ̂1, · · · , θ̂i),
x∗k(0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂k−1) = 0.

其中自适应控制器为
˙̂
θ1 = ψ1(z, x̃1), ψ1(0, 0) = 0,
˙̂
θk = ψk(z, x̃1, · · · , x̃k; θ̂1, · · · , θ̂k−1),
ψk(0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂k−1) = 0.

其中2 6 k 6 i. 设此时有
V̇i(z, x̃1, · · · , x̃i; θ̂1, · · · , θ̂i) 6
∂V

∂z
f0(z)−

i∑
k=1

bkx̃
2
k + x̃i+1x̃i, bk > 0. (8)

其中
Vi(z, x̃1, · · · , x̃i; θ̂1, · · · , θ̂i) =

V (z) +
1
2

i∑
k=1

(x̃2
k + θ̃T

k θ̃k). (9)

其中: θ̃k = θ − θ̂k, 1 6 k 6 i.
下面考虑第i + 1步.将证明结论:
1) 如果r > i + 1,存在坐标变换
x̃i+2 =

xi+2 + x̃i − x∗i+2(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1)

及自适应控制律
˙̂
θi+1 = ψi+1(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i),
ψi+1(0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂i) = 0,

使得

V̇i+1(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1) 6
∂V

∂z
f0(z)−

i+1∑
k=1

bkx̃
2
k + x̃i+2x̃i+1, bk > 0. (10)

其中
Vi+1(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1) =

V (z) +
1
2

i+1∑
k=1

(x̃2
k + θ̃T

k θ̃k).

其中θ̃i+1 = θ − θ̂i+1是新的估计误差.
2) 如果r = i + 1,令

v = xi+2 = x∗i+2(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1),

有
V̇i+1(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1) 6
∂V

∂z
f0(z)−

i+1∑
k=1

bkx̃
2
k. (11)

证证证 对Vi+1求导,由式(8),有

V̇i+1 =

V̇i + x̃i+1
˙̃xi+1 + ˙̃

θT
i+1θ̃i+1 6

∂V

∂z
f0(z)−

i∑
k=1

bkx̃
2
k + x̃i+1x̃i + ˙̃

θT
i+1θ̃i+1 +

x̃i+1[xi+2+φi+1(z, x1,· · · ,xi+1)θ−ẋ∗i+1]. (12)

注意到

ẋ∗i+1 =
∂ẋ∗i+1

∂z
ż +

i∑
k=1

(
∂ẋ∗i+1

∂xk
ẋk +

∂ẋ∗i+1

∂θ̂k

˙̂
θk) =

αi+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i)−
βi+1(z, x1, · · · , xi; θ̂1, · · · , θ̂i)θ.

其中：

−αi+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i) =
∂x∗i+1

∂z
f0(z) +

i∑
k=1

∂x∗i+1

∂xk

xk+1 +
∂x∗i+1

∂θ̂1

ψ1(z, x1)+
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i∑

k=2

∂x∗i+1

∂θ̂k

ψk+1(z, x̃1, · · · , x̃k; θ̂1, · · · , θ̂k−1),

−βi+1(z, x1, · · · , xi; θ̂1, · · · , θ̂i) =

x1

∂x∗i+1

∂z
f1(z, x1) +

i∑
k=1

∂x∗i+1

∂xk

φk(z, x1, · · · , xk).

其中: αi+1(0, 0,· · ·, 0; θ̂1,· · ·, θ̂i) = 0, βi+1(0, 0, · · · ,

0; θ̂1, · · · , θ̂i) = 0. 将上面两式代入式(12),得

V̇i+1 6
∂V

∂z
f0(z)−

i∑
k=1

bkx̃
2
k + x̃i+1x̃i+

˙̂
θT

i+1θ̃i+1+

x̃i+1[xi+2+αi+1(z, x1,· · ·, xi+1;θ̂1,· · · ,θ̂i)] +

ψ̃i+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i)θ. (13)

其中:
ψ̃i+1 = φi+1(z, x1, · · · , xi+1)+

βi+1(z, x1, · · · , xi; θ̂1, · · · , θ̂i),
ψ̃i+1 = (0, 0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂i) = 0.

定义
x∗i+2(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1) =
−x̃i − bi+1x̃i+1 − αi+1(z, x1, · · · ,

xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i)−
ψ̃i+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i)θ̂i+1,

x∗i+2(0, 0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂i+1) = 0,

自适应控制律为
˙̂
θi+1 = x̃i+1ψ̃

T
i+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i) =

ψi+1(z, x1, · · · , xi+1; θ̂1, · · · , θ̂i).

其中ψi+1(0, 0, · · · , 0; θ̂1, · · · , θ̂i) = 0.
令

x̃i+2 =

xi+2 + x̃i − x∗i+2(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1),

由式(13)和上式,直接验证得
V̇i+1(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1) 6
∂V
∂z

f0(z)−
i+1∑
k=1

bkx̃
2
k + x̃i+2x̃i+1.

如果r = i + 1,令

v = xi+2 = x∗i+2(z, x̃1, · · · , x̃i+1; θ̂1, · · · , θ̂i+1).

可以证明式(11).
定理得证.
注注注 2 对于多变量系统,经过适当改进,本文定理也同

样成立.
注注注 3 注意到本文的稳定性证明方法实际上是可以

用于全局的, 所以, 如果系统的标准型全局成立, 本文的定
理也全局成立.

4 例例例(Example)
例例例 1 考虑系统




ξ̇1 = ξ2 − ξ2
1 + (1 + ξ1)θ,

ξ̇2 = 2 ξ1 ξ2 + ξ3 − 2 ξ1 + u + (ξ2 + 2 ξ1 + ξ2
1)θ,

ξ̇3 = −2 ξ1 + 2 ξ2
1 + 2 ξ2 − ξ3 + (1 + ξ1)θ,

y = ξ2 − ξ2
1 − ξ1.

(14)

其中θ ∈ R为未知参数.

必须指出,系统(14)并非是最小相位系统,实际

上,系统(14)的标称系统可以化为

σ̇1 = v − σ1 − σ2,

σ̇2 = σ1 + σ2,

σ̇3 = −σ3,

y = σ1.

其中v = u + 2 ξ3
1 + ξ3 − 2 ξ1. 零动态为

σ̇2 = σ2,

σ̇3 = −σ3.

显然, 零动态是不稳定的. 所以系统(4)是非最小相
位系统.下面给出该系统鲁棒控制器的设计过程.
容易验证,系统(14)满足假设1 ∼ 3,取原点附近

可逆的坐标变换

x1 = ξ1,

x2 = ξ2 − ξ2
1 ,

z = ξ3 − 2 ξ1.

及反馈

v = u + 2 ξ3
1 + ξ3 − 2 ξ1.

系统(14)可以化为

ẋ1 = x2 + (1 + x1)θ,

ẋ2 = v + x2θ,

ż = −z + x1θ,

y = x2 − x1.

按本文方法,控制器为
˙̂
θ1 = x1(1 + z + x1),
˙̂
θ2 = −(x2 + b1x1 + (z + 1 + x1)θ̂) ·

(x2 + β(z, x1, x2, θ̂1)),

v =

−b2(x2 + b1x̃1 + (z + 1 + x1)θ̂1)− x1 −
α(z, x1, x2, θ̂1)− (x2 + β(z, x1, x2, θ̂1))θ̂2.
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其中:

α(z, x1, x2, θ̂1) =

b1x2 + (x2 − z)θ̂1 + (1 + z + x1)2x1,

β(z, x1, x2, θ̂1) = θ̂1 − b1 − b1x1 + 2 x1θ̂1.

5 结结结论论论( Conclusion )
本文研究了相当广泛的一类非线性系统的鲁棒

自适应镇定,得到了系统可镇定的充要条件,给出了
控制器的算法, 该结论可以容易地推广到多变量和
全局的情形. 给出的例子表明,该结论可以有效地应
用于部分非最小相位非线性系统和不存在相对阶的

系统.
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