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摘要:为克服一般Takagi-Sugeno模糊模型的局限性,提出了一种新的用于复杂系统建模的模糊模型. 理论分析表
明该模型可表示任何一个紧集上的连续函数. 该模型的一个显著特点是,模糊模型的输入输出关系与使用特殊母
波函数的小波变换的形式相同.基于该性质,可方便地运用小波变换理论确定模糊模型的结构并初始化模型参数.
本文详细地介绍了辨识该模糊模型的算法. 通过对一个复杂非线性系统的建模并与以前的结果进行比较,验证了
本文方法的有效性.
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Abstract: A new fuzzy model for complex systems is presented to overcome the limitation of the general Takagi-Sugeno
fuzzy models. Theoretical analysis is given to show that the proposed fuzzy model can represent any continuous function
over a compact set. The distinguished feature of the fuzzy model is that the input-output representation of the fuzzy model is
the same as that of wavelet transforms of using special mother wavelet function. Based on the property, wavelet transforms
can thus be conviently used to determine the proper structure and initial parameters. An algorithm for identifying the
proposed fuzzy model is then described in detail. Finally, an example is given to show the feasibility of the proposed fuzzy
model by comparing it with existing research.
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1 引引引言言言(Introduction)
自文献[1]建立一阶Takagi-Sugeno(以下简称T-

S)模型以来, 国内外许多学者对此模型进行了卓有
成效的研究[1∼3]. 这种一阶T-S模型是典型的拟线性
模糊模型. 为了提高模型的辨识精度,不得不增加模
糊模型的规模,也就是增加模糊规则数,显然,这将
导致模糊模型的结构及其辨识过程的复杂性增加.
Buckly[3]从设计模糊控制器的需要出发, 提出了一
种基于多项式的更一般的T-S模型;并且从理论上证
明了这种模糊模型具有任意逼近性质. 根据Buckly
的理论结果, 并结合以往实践经验来看, 这种拟非
线性模糊模型具有更好的辨识精度和泛化性能.
但Buckly的模型随着系统输入变量的个数及多项式
阶次的增加,不仅所需辨识的参数很多,而且模型本
身的结构很复杂,这对于实际系统的模糊建模是一

个非常严重的问题.这种模型一般只有理论意义,而
无实用价值.
本文则另辟蹊径,提出一种新的模糊模型,这种

模型的特点是：对于单输入系统,该模型与一阶T-S
模型等价,而对于多输入系统,该模型则变成了一个
拟非线性模糊模型. 针对这种特殊的模糊模型, 笔
者还发现了该模型的输入输出关系与使用特殊母波

函数的小波变换的形式相同.基于该性质,本文提出
了用小波变换的理论进行模糊模型结构辨识的新方

法. 该模型不仅能解决上述一阶T-S模型的局限性,
而且与Buckly的模型比较, 降低了要辨识的参数的
个数及模型结构的复杂性. 从理论上证明了本文提
出的模糊模型具有任意逼近性质. 仿真结果表明,本
文的模糊模型具有辨识精度高和良好的泛化性能的

优点.
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2 模模模糊糊糊模模模型型型的的的描描描述述述(Description of fuzzy mod-
els)
一般的T-S模糊模型由下面的一系列模糊规则

组成：

Ri : IF x1是 Aj
′
1
和 x2 是 Aj

′
2
和 · · · 和 xq 是 Aj′q

THEN ŷi = fi(X).

(1)

其中: Ri表示模糊模型的第i(i = 1, 2, · · · , c)条
规则; x1, x2, · · · , xq 是系统的输入变量, 又称前
提(前件)变量；Aj

′
k
是前提变量相应的隶属函数,

描述这些隶属函数的参数称为前提参数, 其中:
1 6 j

′
k 6 Jk, k = 1, 2, · · · , q, Jk为第k个输入变

量模糊划分的个数, c =
q∏

k=1

Jk ；fi(X)为一连续函

数,通常用多项式表示. 甚至可以是一个网络结构合
理的前馈神经元网络.
为克服一阶T-S模型和Buckly模型的局限性, 本

文提出如下形式的模糊模型：

Ri : IF x1是 Ai
1和 x2是 Ai

2 和 · · · 和 xq 是 Ai
q

THEN ŷi = wi

q∏
j=1

(pi
j3 − pi

j4xj) (2)

这里的Ai
j(j = 1, 2, · · · , q)为如下高斯函数：

Ai
j(p

i
j1, p

i
j2) = e−((xj−pi

j1)/pi
j2)

2
. (3)

从式(2)可知, 本文模糊模型采用散射划分方法
确定模糊模型的输入结构子空间. 有效地克服了一
般T-S模型的致命弱点,即模糊模型的规则数随着输
入变量的增加而成指数增加.
令

βi = T (Ai
1, A

i
2, · · · , Ai

q). (4)

这里: T取乘积算子, βi的实际意义是第i条规则的激

励水平,并且满足0 6 βi 6 1 .
假设式(2)所示的T-S模型由c条规则组成,那么根

据式(3)和(4), 采用加权和去模糊化方法, 得到模型
的输入输出表达式为

y =
c∑

i=1

βiŷi =

c∑
i=1

wi

q∏
j=1

e−((xj−pi
j1)/pi

j2)
2

q∏
j=1

(pi
j3 − pi

j4xj).

(5)

根据Stone-Weierstrass定理, 证明了对于任意给
定的一个紧集式上连续实函数,存在一个式(2)所示
的T-S模糊模型能以任意精度逼近该函数(限于篇幅,
省略了具体证明过程).

3 小小小波波波变变变换换换与与与模模模糊糊糊模模模型型型的的的关关关系系系(Relationship
between wavelet transforms and fuzzy mod-
els)
给定Hilbert空间H中的框架ψm,n, 对于任意

的f ∈ H , f具有如下表示：

f(X) =
∑

m∈Zq,n∈Zq

< f, ψm,n > ψm,n(X). (6)

其中< f, ψm,n >表示f(X)的小波变换, 且ψm,n定

义为

ψm,n(X) = ψ1
m1,n1

(x1)ψ2
m2,n2

(x2) · · ·ψq
mq,nq

(xq).

(7)

通过平移和伸缩母波函数ψ得到具有如下形式的

ψi
mi,ni

(xi)：

ψi
mi,ni

(xi) = 2mi/2ψi(2mixi − ni), mi, ni ∈ Z.

(8)

这里的mi和ni分别为伸缩和平移参数.
本文的母波函数ψ取Mexican Hat函数：

ψ(x) = (1− x2)e−x2/2. (9)

那么,根据式(6)∼(9),有

f(x) =
∞,∞∑

m∈Zq,n∈Zq

< f, ψm,n > ψm,n(x) ≈
∑

mi∈Z,n∈Zq

< f, ψmi,n >
q∏

j=1

2mi/2(nj −

2mixj)e−(2mixj−nj)
2/2 =

∑
mi∈Z,n∈Zq

wi

q∏
j=1

e−(2mixj−nj)
2/2 ·

q∏
j=1

(2mi/2nj − 23mi/2xj). (10)

这里wi =< f, ψmi,n >且i为小波下标.比较式(5)和
式(10), 不难发现式(2) 所示的模糊模型的输入–输
出关系与式(10)所示的小波变换之间具有形式上相
同的关系.该性质是本文进行模糊模型结构辨识的
基础.

4 模模模糊糊糊模模模型型型辨辨辨识识识(Identification of fuzzy mod-
els)

4.1 结结结构构构辨辨辨识识识(Structure identification)
式(2)所示的模糊模型的结构辨识要确定模型

的规则数c和模糊前提结构空间的划分Ai
j(j =

1, 2, · · · , q). 根据式(5)和(10)可知, 模型的规则
数c与小波变换中小波的个数相同, 而且如果确
定了小波变换中的小波基, 则可以得到确定模
糊模型前提结构空间的划分的重要参数pi

j l(j =
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1, 2, · · · , q, l = 1, 2). 为此,本文提出了如下选择小
波的算法.
首先, 基于经验和仿真计算,取”Mexican Hat”小

波的伸缩参数mi典型的变化范围为[– 4,3]. 然后,采
用如下两步法来确定所需要的小波.

Step 1 选择有限小波候选集.
与文献[1]一样, 本文假设小波的支撑集(wavelet

supports)近似为在输入空间的超立方体, 这样便于
通过单独检验每一维输入的小波支撑来确定小波候

选集.
根据小波的性质, 一个小波函数在实际感兴趣

的伸缩参数变化范围内的支撑为有限集合.也就是
说,对于特定的伸缩参数Mi,小波具有有限多个平移
值nj ∈ Z. 因此, 首先根据经验设置合适的nmax和

nmin,使得nmin 6 n 6 nmax. 这时,选择小波候选集
的任务变成在所确定的平移参数区间内,搜索满足
条件的平移参数值.显然,小波候选集中的元素必须
满足的基本条件是它们的支撑要包含被辨识系统的

数据. 从具体实现角度来说,对于长度为L的训练数

据集, 第j个输入向量xxd
j ∈ RL, j = 1, 2, · · · , q, 须

按照下式来寻找当前伸缩值mi 下的满足条件的平

移参数集：

Nj ={n|mi∈ [−4, 3] :ψmi,n(xxd
j )

Tψmi,n(xxd
j )>εj,

nmin 6 n 6 nmax}, j = 1, 2, · · · , q. (11)

其中εj为一正数, 通过选择该常数, 可控制Nj 的大

小. i和j分别为小波和输入变量的下标.从式(11)可
知,小波ψmi,nj

的支撑中至少包含xxd
j的一个数据点.

按照上述方法,得到与每一维输入变量对应的小
波的平移参数集. 那么,根据下面的公式,可确定输
入x的小波ψMi,n1,n2,··· ,nq

的有限候选集：

W = {ψmi,n1,n2,··· ,nq
:

q∏
j=1

(ψmi,nj
(xxd

j )
Tψmi,nj

(xxd
j )) > ε,

nj ∈ Nj}. (12)

其中: ε也是一个可选择的正数,用来控制W的个数;
i和j分别为小波和输入变量的下标. 该式反映了式

(7)中张量积的特性. 通常,
q∏

j=1

ψmi,nj
(xxd

j )
Tψmi,nj

·
(xxd

j )的值越大,表明该小波在小波变换中所起的作
用越大.
为了降低下一步精选小波的困难, 常常把W的

规模设置为400到500之间. 而且,为了减少高维系统
的计算量,应当把εj 设置充分大,从而得到合适规模
的Nj . 例如,当q > 10时,把系统中不重要输入变量
的Nj的个数置为1,而重要输入变量的Nj 的个数可

超过2,这样,就能得到合适规模的W ,从而能有效地
处理高维系统中选择小波的问题.

Step 2 用OLS(orthogonal least-squares)精选小
波基.
在构造上述W的过程中, 只考虑输入训练数据,

因此, W中包含有构造小波变换多余的小波框架项.
必须剔除这些冗余的小波,以减轻模糊模型实现的
复杂性.
本文采用OLS算法精选小波,并同时确定用于初

始化模糊模型所需要的权ωi. 选择该算法的主要理
由是一个称为误差下降速率[6]的指标为选择合适的

小波提供了良好的依据. n在OLS算法中,每次可从
当前小波候选集中选择对误差下降速率的贡献最大

的小波.当所选择出的小波对应的指标小于预先设
定的阈值时(本文设置为0.01% ),可终止小波的选择
过程. 由于OLS是一个标准算法, 为简单起见,本文
不给出OLS的具体算法的实现, 有关内容可参考文
献[4].
这里假定用OLS算法选择了c个小波.那么,被辨

识系统可用所选择的小波近似地表示为

f(x) ≈
c∑

i=1

ωi

q∏
j=1

2mi/2ψj(2mixj − ni
j). (13)

那么根据模糊模型与小波变换之间形式上等价的关

系,可得到如下划分模糊模型前提结构空间的重要
参数的初始值公式：

pi
j1 = ni

j/2mi , (14)

pi
j2 =

√
2ni

j/2mi . (15)
4.2 参参参数数数辨辨辨识识识(Parameter identification)
对于式(2)所示的模糊模型, 参数辨识首先要解

决参数的初始化问题.从式(5)可知,模糊模型要训练
的自由参数为pi

jl(j = 1, 2, · · · , q, l = 1, 2, 3, 4)和ωi.
在模型的结构辨识阶段, 得到了ωi的初始值和参数

pi
jl(j = 1, 2,· · ·, q, l = 1, 2). 然而, pi

jl(j = 1, 2,· · ·, q,
l = 3, 4)未知,为此,同样可以利用模糊模型与小波
变换之间形式上相同的关系提出如下初始化方法：

pi
j3 = 2mi/2ni

j, (16)

pi
j4 = 23mi/2. (17)

本文的参数辨识算法由两部分组成,首先用扩展
卡尔曼滤波算法[7]调节模糊模型中的非线性参数pi

jl

(j = 1, 2, · · · , q, l = 1, 2, 3, 4), 然后用最小二乘法
辨识线性参数ωi. 非线性参数和线性参数的调节交
替进行, 直到模糊模型两次相邻的指标差的绝对值
不大于预先设定的阈值.

5 仿仿仿真真真实实实例例例(Example)
本例取自于文献 [6]. 被建模的非线性动态方
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程为

y(t + 1) =
[y(t)y(t−1)y(t−2)x(t−1)(y(t−2)−1)+x(t)]

[1+y2(t−1)+y2(t−2)]
.

(18)

与文献[6]中的一样, 置y的初始值为零, x(t)取
在[−2,+2]上均匀分布的随机数. 按照如下数据格
式,本文采集了用于建立式(2)所示模糊模型的200组
数据：{

xd =[y(t), y(t−1), y(t−2), x(t), x(t−1)],

yd = y(t + 1).
(19)

其中: xd为输入数据集, yd 为输出.为了验证所建立
的模糊模型的有效性, 本文分别把如下两种信号输
入到式(18)和所得到的模糊模型：

xt1 ={
sin(2πt/250), t 6 500,

0.8 sin(2πt/250) + 0.2 sin(2πt/25), t > 500,

(20)

xt2 = 0.8 sin(2πt/250) + 0.2 sin(2πt/25). (21)

图 1 第1种信号输出结果的比较

Fig. 1 Output comparison of the first signal

图 2 第2种信号输出结果的比较

Fig. 2 Output comparison of the second signal

图1和图2分别为这两种信号输出结果的比较.
图中虚线表示模糊模型的输出,实线表示实际系统

的输出.图1和图2表明,所建立的模糊模型比较准确
地捕获了系统的特性,所以,二者的输出曲线非常吻
合.从输出曲线匹配效果看,本文的模糊模型在泛化
性能上优于文献[6]的模糊模型.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了一种新的用系统的输入输出数据辨

识复杂系统的T-S模糊模型. 运用该模糊模型与特殊
小波变换之间形式上相同的关系,有效地解决了模
糊建模的关键技术问题—-模糊模型的结构辨识. 需
要注意的是, 本文的模糊模型与使用特殊母波函数
的小波变换仅在输入输出形式上相同,二者绝对不
能等同,建模所得到的模糊模型是无法转变成一个
小波变换的. 通过理论分析和实际仿真的结果证明,
本文的模糊模型与传统的模型比较, 具有良好的辨
识精度和泛化性能. 当然, 为了获得良好的模型精
度和科学、客观的模型结构, 本文的方法增加了一
定的计算量. 但在高维系统中, 本文的模糊模型较
传统的模糊模型有优势,因此,它在函数逼近、系统
辨识、信号处理和自动控制等领域有着广泛的应用

价值.
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