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摘要:针对具有噪声的多变量系统,利用高频增益矩阵Kp = S1D1U1分解,提出了一种多变量鲁棒直接型模型
参考自适应控制.通过重新证明一些同单变量系统鲁棒自适应控制理论相似的性质,及重新定义规范化信号,找出
了闭环系统的所有信号与规范化信号之间的关系,严格地分析了闭环系统的稳定性和鲁棒性.
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Abstract: For multivariable systems with disturbances, by using high frequency gain matrix Kp = S1D1U1 factoriza-
tion, a multivariable robust direct model reference adaptive control is provided in this paper. Firstly, some similar properties
to robust adaptive control theory for SISO systems are proved, and the normalizing signal is redefined. The relationship
between all the signals in the closed-loop system and the normalizing signal is then established. Finally, the stability and
robustness of the closed-loop system are analyzed rigorously.

Key words: model reference adaptive control(MRAC); normalizing signal; multivariable systems; Kp = SiDiUi

factorization

文文文章章章编编编号号号: 1000−8152(2006)06−0945−04

1 引引引言言言(Introduction)
长期以来, 多变量系统的模型参考自适应控

制(MRAC)的设计与分析是困难的[1,2], 主要原因
在于必须对系统的高频增益矩阵Kp的先验信息

作如下的假设: 存在已知矩阵Sp, 使得KpSp =
(KpSp)T > 0. 这个条件是非常强的. 直到最近,
在文献[3,4]中, Imai等人利用Kp的3种分解, 去掉了
这一假设, 并给出了基于Kp = LDU分解的多变

量MARC的设计和分析,而对于另外两种分解Kp =
S1D1U1和Kp = L2D2S2的多变量MARC的分析却
没有给出.由于这3种分解分别导致自适应控制系统
不同, 因此分析起来差异很大. 文献[5]针对理想系
统,给出了基于Kp = S1D1U1分解的MRAC的设计
和分析.
本文将文献[5]的结果进一步推广到具有噪声

的多变量系统. 主要工作在于: 1) 如何利用Kp =
S1D1U1分解思想设计多变量鲁棒直接型MRAC;

2) 由于自适应系统是多变量的, 因此文献[1]中一
些常用于单变量鲁棒自适应控制系统分析的重要结

论和工具不能直接应用于这类系统的分析.本文通
过重新证明与文献[1]的引理3.3.2类似的性质(见引
理3.1)及重新定义规范化信号,找出了闭环系统的所
有信号与规范化信号之间的关系(见引理3.2和3.3),
严格分析了多变量自适应系统的稳定性和鲁棒性.

2 基基基于于于Kp = S1D1U1的的的多多多变变变量量量MRAC的的的
设设设计计计(Design of multivariable MRAC using
Kp = S1D1U1)
考虑下面的MIMO系统

y(t) = G(s)(u(t) + d(t)). (1)

其中: y, u ∈ Rm分别是系统的输出和输入, G(s) =
(gij(s)) ∈ Rm×n, s是微分算子, gij(s)中的参数是未
知常数, d ∈ Rm是一有界扰动,即存在常数d0 > 0,
使得|d| 6 d0.
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控制目标是设计控制律使得闭环系统的所有信

号均有界,且跟踪误差e(t) = y(t)− yM(t)尽可能地
趋于零. 这里

yM(t) = WM(s)r(t). (2)

其中r ∈ Rm是分段连续的一致有界信号, 且ṙ ∈
L∞. 对该系统作如下假设:

A1) G(s)的所有传输零点全部具有负实部,
且G−1(s)在Re[s] > −δ0/2解析, δ0 > 0是某一常
数.

A2) G(s)是严格正则的、满秩的、且它的修正
的左作用器矩阵(定义见文献[1]p.740)ξm(s)是已知
对角阵.

A3) G(s)的可观性指数v是已知的.
A4) 高频增益矩阵Kp = lim

s→∞
ξm(s)G(s)的顺序

主子式的符号是已知的.
对参考模型(2)需作如下假设:
M1) WM(s)的所有零、极点都是稳定的, 且

在Re[s] > −δ0/2解析.
M2) lim

s→∞
ξm(s)WM(s)是有限的和非奇异的. 不

失一般性,假设WM(s) = ξ−1
m (s).

为简单起见,下面用c表示某一正常数,用‖x‖表
示‖xt‖2δ(对任意x(t) ∈ Rn及t > 0,‖xt‖2δ0 =

(
w t

0
e−δ0(t−τ)|x(τ)|2dτ)1/2), 时间函数x(t)表示为x,

微分算子X(s)表为X .
下面给出基于Kp = S1D1U1分解的多变

量MRAC的设计.利用匹配方程

I − θ∗T
1

γ(s)
p(s)

− θ∗T
2

γ(s)
p(s)

G(s)− θ∗3G(s) =

θ∗4W
−1
m (s)G(s), (3)

θ∗−1
4 = Kp. (4)

这里

u∗ = θ∗T
1 ω1 + θ∗T

2 ω2 + θ∗3y + θ∗4r = θ∗Tω. (5)

其中

θ∗T = [θ∗T
1 θ∗T

2 θ∗3 θ∗4 ],

ωT = [ωT
1 ωT

2 yT rT],

ω1 =
γ(s)
p(s)

u, ω2 =
γ(s)
p(s)

y,

γ(s) = [I Is · · · Isv−2]T,

p(s) = λ0 + λ1s + · · ·+ sv−1

是Hurwitz多项式, 且1/p(s)在Re[s] > −δ0/2解析.
对式(3)两边作用u,由式(3)∼(5)和ξm(s) = W−1

M (s)

得

ξme = Kp[u− θ∗Tω] + Kpη. (6)

其中η = [I − θ∗T
1

γ(s)
p(s)

]d. 利用文献[4]的分解Kp =

S1D1U1,其中S1 > 0, U1是单位上三角阵,D1 =
diag d, di是任意的设计参数,及分解U1u = u− (I −
U1)u,式(6)变为

ξme = Ψ∗[u−Q∗Tω̄] + Kpη. (7)

其中

Ψ∗ = S1D1, ω̄
T = [ωT

1 ωT
2 yT rT uT],

Q∗T = [Q∗T
1 Q∗T

2 Q∗
3 Q∗

4 Q∗
5],

Q∗T
1 = U1θ

∗T
1 , Q∗T

2 = U1θ
∗T
2 ,

Q∗
3 = U1θ

∗
3 , Q∗

4 = U1θ
∗
4 , Q∗

5 = (I − U1).

利 用 恒 等 式(见 文 献[4]式(47)(48))Q∗TΩ̄ =
[Θ̄∗T

1 Ω̄1 · · · Θ̄∗T
m Ω̄m]T, 其中Θ̄1, · · · , Θ̄m是新的

参数,



Ω̄T
i =[ωT

1 ωT
2 yT r1 · · · ri ui+1 · · · u]m,

i = 1, · · · ,m− 1,

Ω̄T
m =[ωT

1 ωT
2 yT rT]

, (8)

得

ξme = Ψ∗(u− [Θ̄∗T
1 Ω̄1 · · · Θ̄∗T

m Ω̄m]T) + ηm. (9)

其中: ηm = Kpη, u = [u1 · · · um]T. 对于式(9),选取
必然等价自适应控制律为

u = [Θ̄T
1 Ω̄1 · · · Θ̄T

mΩ̄m]T. (10)

其中Θ̄i是Θ̄∗
i的估计.定义W (s) = 1/f(s), f(s)是次

数等于ξm(s)对角元的最大次数的任意Hurwitz多项
式, 且在Re[s] > −δ0/2内解析. 注意到Ψ∗, Θ̄∗

i为常

数,将W (s)作用式(9)两边得

z = Ψ∗([Θ̄∗T
1 Φ1 · · · Θ̄∗T

m Φm]T + z0)−W (s)ηm.

(11)

其中: z =−W (s)ξme,z0 =−W (s)u,Φi = W (s)Ω̄i.
选取z的估计ẑ为

ẑ = Ψ([Θ̄T
1Φ1 · · · Θ̄T

mΦm]T + z0). (12)

其中Ψ是Ψ∗的估计.由式(11)(12)知规范化的估计误
差为

ε =
z − ẑ

η2
s

=

− 1
η2

s

(Φ̃ξ + Ψ∗[ ˜̄ΘT
1Φ1 · · · ˜̄ΘT

mΦm]T + ηn). (13)

式中: η2
s = 1+‖ut‖2

2δ0
+‖yt‖2

2δ0
, Ψ̃ = Ψ −Ψ∗, ˜̄Θi =
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Θ̄ − Θ̄∗, ηn = W (s)ηm,且

ξ = [Θ̄T
1Φ1 · · · Θ̄T

mΦm]T + z0. (14)

由式(13)选取自适应律为

˙̄Θi =





γisgn diεiΦi, 如果Θ̄T
i Θ̄i < M 2

0或者

Θ̄T
i Θ̄i = M 2

0且

(γiεiΦisgn di)TΘ̄i 6 0;

(I − Θ̄iΘ̄
T
i

Θ̄T
i Θ̄i

)γisgn diεiΦi,

其他.

(15)

˙̄Ψ =





γΨε⊗ ξ, 如果Ψ̄TΨ̄ < M 2
0或者

Ψ̄TΨ̄ = M 2
0且

(γΨε⊗ ξ)TΨ̄ 6 0;

(I − Ψ̄Ψ̄T

Ψ̄TΨ̄
)γΨε⊗ ξ,

其他.

(16)

其中: γi, γΨ > 0, Θ̄T
i (0)Θ̄i(0) 6 M2

0 , Ψ̄T(0)Ψ̄(0) 6
M2

0 ,M0 > 0是 一 个 常 数, εi是ε第i个 分 量,
⊗表示克罗内克尔积, Ψ = [Ψij]m×m, Ψ̄ =
[Ψ11 · · ·Ψ1m · · ·Ψm1 · · ·Ψmm]T.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
下面给出本文的主要结果.
定定定理理理 1 考虑系统(1), 参考模型(2). 若系统和

参考模型的假设A1)∼A4)和M1)M2)成立, 则由控
制律(10),自适应律(15)和(16)组成的基于S1D1U1分

解的RMRAC方案满足
1) 闭环系统的所有信号都是一致有界的.

2) e ∈ S(
1
a2

0

+ d2
0), 其中S(ω) = {x ∈ Rn |

w t+T

t
|x(τ)|2dτ 6 c

w t+T

t
ω(τ)dτ + c, c为常数, ω ∈

R+,∀t, T > 0}.
在给出证明之前,首先证明几个重要引理.
引引引理理理 1 考虑MIMO系统y = H(s)u, y ∈ Rp,

u ∈ Rq. 设H(s) = (hik(s))q×p是正则阵,且对某一
δ > 0,H(s)的每一元素在Re[s] > −δ0/2解析, u ∈
L2e,则

‖yt‖2δ 6 ‖H(s)‖∞δ‖ut‖2δ.

其中

‖H(s)‖∞δ =
√

pq max
i,k

‖hik(s)‖∞δ,

‖hik(s)‖∞δ = sup
ω
|hik(jω − δ

2
)|.

进一步设H(s)严格正则的,则

|y(t)| 6 ‖H(s)‖2δ‖ut‖2δ.

其中

‖H(s)‖2δ =
√

pq max
i,k

‖hik(s)‖2δ,

‖hik(s)‖2δ =
1√
2π

{w ∞
−∞

|hik(jω − δ

2
)|2dω

} 1
2

.

引引引理理理 2 自适应律(15)和(16)具有下列性质:
1) Ψ̄ , Θ̄i ∈ L∞;

2) ˙̄Φ, ˙̄Θi, εηs, ε ∈ S(
|ηn|2
η2

s

) ∩ L∞;

3) Ψ ∈ L∞, Ψ̇ ∈ S(
|ηn|2
η2

s

) ∩ L∞.

定义动态规范化信号ηf (t)为

ηf (t) = (1 + ‖ut‖2
2δ + ‖yt‖2

2δ)
1
2 , ∀δ ∈ (0, δ0]. (17)

引引引理理理 3 信号ηf有以下性质:
i) ‖ωi‖/ηf , ‖ωi‖/ηf ∈ L∞, i = 1, 2.
ii) 若|Θ̄i| ∈ L∞,则y/ηf , u/ηf , Ω̄i/ηf , ‖Ω̄i‖/ηf ,

Ω/ηf ,W1(s)Ω̄i/ηf , ‖W1(s)Ω̄i‖/ηf , ‖ẏ‖/ηf ∈ L∞,

i = 1, 2, · · · ,m, 其中W1(s)为任意正则稳定阵, 且
每一个元素在Re[s] > −δ0/2内解析.

iii) 若Θ̄i,
˙̄Θi, ṙ ∈ L∞, 则‖ω̇‖/ηf , ‖ ˙̄Ωi‖/ηf ∈

L∞, i = 1, 2, · · · ,m.
iv) 当δ = δ0, i)∼iii)对ηs也成立, 其中η2

s =
1 + ‖ut‖2

2δ + ‖yt‖2
2δ.

定定定理理理1的的的证证证明明明 由式(10),定义

ũ =u− [Θ̄∗T
1 Ω̄1 · · · Θ̄∗T

m Ω̄m]T =

[ ˜̄Θ∗T
1 Ω̄1 · · · ˜̄Θ∗T

m Ω̄m]T (18)

其中 ˜̄Θi = Θ̄i− Θ̄∗
i . 由式(2)(9)及WM(s) = ξ−1

m (s)得

y = WM(s)(r + Ψ∗ũ) + ηy. (19)

其中ηy = WM(s)ηm. 注意到式(1)及假设A1),则

u = G−1(s)WM(s)(r + Ψ∗ũ) + ηu. (20)

其中ηu = [G−1WM(s)Kp(I − θ∗T
1

γ(s)
p(s)

) − I]d. 由

系统和参考模型的假设, 利用引理1得‖(ηy)t‖2δ 6
cd0, |ηy(t)|2 6 cd0, ‖(ηu)t‖2δ 6 cd0. 由式(17)∼(20),
‖rt‖2

2δ < ∞和Ψ∗定常,利用引理1得

η2
f (t) 6 c + c‖ũt‖2

2δ. (21)

利用文献[1]的交换引理A1有
˜̄ΘT

i Ω̄i=W−1(s)[ ˜̄ΘT
i W (s)Ω̄i+Wc(s)((Wb(s)Ω̄T

i )
˙̄̃

Θi].
(22)

其中: W (s) = 1/f(s),Wc(s),Wb(s)和W (s)具有相
同的极点. 由Φi = W (s)Ω̄i和式(22),利用文献[1]的
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交换引理A2知对所有的i = 1, 2, · · · ,m,

˜̄ΘT
i Ω̄i =F1(s, α0)(

˙̄̃
ΘT

i Ω̄i + Θ̄T
i

˙̄Ωi) + F2(s, α0)·
W−1(s)[ ˜̄ΘT

i Φi + Wc(s)((Wb(s)Ω̄T
i )

˙̄̃
Θi].

(23)

其中: F2(s, α0) =
αn∗

0

(s + α0)n∗
, F1(s, α0) = (1 −

F2(s, α0))/s,n∗是WM(s)中所有元素的最大相对阶,
α0是待定的参数. 由S1和D1的定义知S1D1可逆. 注
意到Ψ∗ = S1D1, Ψ̃ = Ψ − Ψ∗,由式(13)得


˜̄ΘT
1Φ1

...
˜̄ΘT

mΦm


 = −(Ψ∗)−1(εη2

s + Ψξ) + ξ − (Ψ∗)−1ηn.

(24)

定义ξ = [ξ1 · · · ξm]T, z0 = [z0,1 · · · z0,m]T. 由Φi =
W (s)Ω̄i, z0 = −W (s)u,式(10)(14), Θ̄∗

i定常,利用文

献[1]的交换引理A1得ξi = −Wc(s)[(Wb(s)Ω̄T
i )

˙̄̃
Θi],

从而由式(23)(24)得


˜̄ΘT
1 Ω̄1

...
˜̄ΘT

mΩ̄m


 =F1(s, α0)




˙̄̃
ΘT

1 Ω̄1 + Θ̄T
1

˙̄Ω1

...
˜̄ΘT

mΩ̄m + Θ̄T
m

˙̄Ωm


−

F2(s, α0)W−1(s)(Ψ∗)−1·
εη2

s +Ψ



−Wc[(WbΩ̄

T
1 ) ˙̄Θ1]

...

−Wc[(WbΩ̄
T
m) ˙̄Θm]


+ηn


 .

(25)

显然|ηs| 6 |ηf |. 利用引理1和3得

‖εiη
2
s‖ 6 ‖εiηsηf‖,

‖Wc((WbΩ̄
T
i ) ˙̄Θi)‖ 6 c‖ ˙̄Θiηf‖,

|ηn| 6 cd0, ‖ηn‖ 6 cd0.

由文献[1]的交换引理A2知,对于α0 > δ,

‖F1(s, α0)‖∞δ 6 c

α0

, ‖F2(s, α0)W−1(s)‖∞δ 6 cαn
0 .

其中c为独立于α0的常数. 对式(25)两边取2δ-范数,

注意到Ψ ∈ L∞, Ψ∗定常,
˙̄̃

Θi = ˙̄Θi, |ηf | > 1, Θ̄i ∈
L∞,选取α0 > 1,利用引理3得

‖ũt‖2 6 c +
c

α2
0

η2
f + cα2n∗

0

m∑
i=1
‖g̃iηf‖2.

其中g̃2
i = |εiηs|2 + | ˙̄Θi|2. 由引理2知g̃i ∈ S(

|ηn|2
η2

s

).

利用常规方法易证结论1.
由 ξi = −Wc(s)[(Wb(s)Ω̄T

i )
˙̄̃

Θi], 利用引理1和3,

及2δ-范数的性质知对任意t > 0,

|ξi(t)| 6‖Wc(s)‖2δ0‖((Wb(s)Ω̄T
i (t))

˙̄̃
Θi)t‖2δ0 6

c‖Wb(s)‖∞δ0‖(Ω̄i)t‖2δ0‖(
˙̄̃

Θi)t‖2δ0 6

cηs(t)[
w t

t0
e−δ0(t−τ)| ˙̄̃Θi(τ)|2dτ ]

1
2 . (26)

从而利用积分换序公式及
˙̄̃

Θi ∈ L∞ ∩ S(
|ηn|2
η2

s

)得对

任意i = 1, 2, · · · ,m,
w t

t0

ξ2
i (τ)

η2
s(τ)

dτ 6

c
w t

t0
[
w τ

0
e−δ0(r−s)| ˙̄̃

Θi(s)|2ds]dτ 6

c
w t

t0
e−δ0τ dτ

w t0

0
eδ0s| ˙̄̃

Θi(s)|2ds+

c

δ0

w t

t0
| ˙̄̃
Θi(s)|2(1− e−δ0(t−s))ds 6

c + c
w t

t0
| ˙̄̃
Θi(s)|2dτ 6 c + c

w t

t0

|ηn(τ)|2
η2

s(τ)
dτ. (27)

于是
ξi

ηs

,
ξ

ηs

∈ S(
|ηn|2
η2

s

). 由此易证结论2.

4 结结结论论论(Conclusion)
针对具有噪声的多变量系统, 本文利用Kp =

S1D1U1分解,提出了一种多变量鲁棒直接型MRAC,
严格地分析了闭环系统的稳定性和鲁棒性. 如何将
这一工作推广到更一般的多变量系统值得进一步

研究.
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