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摘要:用区间变量描述控制系统参数的不确定性,提出了不确定时滞系统鲁棒H∞控制的鲁棒可靠性方法,基于
鲁棒可靠性的不确定时滞系统最优状态反馈H∞控制器设计方法,将系统的最优控制器设计归结为基于线性矩阵
不等式(LMI)的优化问题.所设计的控制器可以在满足对所有不确定性鲁棒可靠的前提条件下,具有最优的H∞鲁
棒性能,并能在控制系统的设计中综合考虑控制性能、控制代价和鲁棒可靠性. 数值算例说明了所提方法的有效性
和可行性.
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Robust reliability-based optimal design of robust H-infinity controller
for time-delay systems with parametric uncertainty
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Abstract: A new robust reliability method is presented for the robust H-infinity control of linear time-delay systems
with uncertainties represented by interval variables. Robust reliability based approaches for optimal controller design
of time-delay systems with uncertain parameters are proposed. The optimal robust controller design is carried out by
optimization formulations, which is within the framework of linear matrix inequality (LMI) approach and is convenient to be
implemented. The optimal robust controller satisfying required robust reliability and control performance is then obtained,
and the maximum robustness bounds of uncertain parameters are also provided. Furthermore, the control performance, the
control cost and the robust reliability are taken into account reasonably in controller design. Finally, a numerical example
is given to show the effectiveness and feasibility of the presented method.
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1 引引引言言言(Introduction)
实际的工程控制系统需要满足稳定性和一定的

性能要求. 不确定性和时滞是影响控制系统稳定性
和性能的两个主要因素.能考虑不确定性影响的鲁
棒控制理论在控制系统的分析和设计中发挥了重要

作用. 许多学者对此做过大量研究[1∼10], 取得了许
多重要研究成果.目前的鲁棒控制方法得到的结果
常常偏于保守.其保守性在很大程度上源于对不确
定性处理的保守性. 本文将鲁棒可靠性思想[9,10]用

于不确定时滞系统的H∞鲁棒控制,提出了不确定时
滞系统H∞控制的鲁棒可靠性方法. 旨在尽可能地减
小因不确定性处理所引入的保守性, 并使控制系统
的设计能综合考虑控制性能、控制代价和鲁棒可靠

性. 实例分析表明了所提方法的有效性和可行性.

2 预预预备备备知知知识识识和和和问问问题题题描描描述述述(Preliminary knowl-
edge and problem statement)
当系统的不确定参量ρ在某确定区间内变化

时, 可将其作为区间变量, 并表示为如下标准化形
式[9,10]:

ρ = ρ0 + ρdδ. (1)

其中: ρ0, ρd分别为变量ρ的均值和离差(或名义值和
摄动), δ ∈ [−1, 1]为标准化区间变量.
假设系统的所有不确定参数 ρ = {ρ1, ρ2, · · · ,

ρm}均可由区间限界, 且可表示为式(1)所示形
式, 进而可将系统矩阵表示为相应的依赖于δ =
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{δ1, δ2 · · · , δm}的函数形式. 则系统的控制问题常
可归结为求解如下形式的矩阵不等式问题

M(δ,P ) < 0. (2)

其中P代表待求的可行矩阵. 由针对控制系统问题
的鲁棒可靠性方法[9,10], 使式(2)成立的鲁棒可靠度
可由如下优化问题求解:

min ||δ||∞, s.t. M(δ,P ) = 0. (3)

这里M(δ,P ) = 0表示对称矩阵M(δ,P )的最大特
征值为零. 相应的鲁棒可靠度定义为

ηr = min(||δ||∞)− 1. (4)

其中||δ||∞表示向量δ = [δ1, δ2 · · · , δm]的无穷范数.
值得说明的是, 在该算法中, 标准化区间变量δ =
仅作为构造无限拓扑空间的基,以在该拓扑空间内
研究相应的可靠性问题.换句话说,在鲁棒可靠性分
析中, 这里的基本变量δ = [δ1, δ2, · · · , δm] 空间已
释放为无限拓扑空间,即认为δ ∈ ∆, ∆代表任意有

界区间的集合.因此这种方法并不严格依赖于不确
定参量的界限.
若用于鲁棒可靠性分析的功能函数(矩阵函

数)定义为
M = M(δ,P ), (5)

且定义: Ωr = {δ : M(δ,P ) < 0}表示可靠区域(<0
表示矩阵负定), Ωf = {δ : M(δ,P ) ≮ 0}表示
失效区域(≮ 0表示矩阵非负定), 则不难理解, 式(4)
定义的ηr是标准化区间变量构造的拓扑空间中, 不
确定参量的实际波动区域和失效区域的最短距

离(用无穷范数度量). 若ηr > 0,则系统性能的实际
波动区域与失效区域不相交,系统是可靠的. 且ηr的

值越大,系统性能的实际波动区域距离失效区域越
远,从而对不确定参量的鲁棒性越好,其可靠程度越
高. 故称为不确定系统的鲁棒可靠度.
在实际求解时,式(3)可转化为等价形式

max ||δ||∞, s.t. M(δ,P ) < 0. (6)

当ηr > 0时,系统可靠.
考虑如下不确定时滞系统

ẋ(t) =A(ρ)x(t) + Ad(ρ)x(t− d)+

B1(ρ)w(t) + B2(ρ)u(t), (7a)

z(t) = Cx(t) + Cdx(t− d) + D1w(t) + D2u(t).

(7b)
其中: x(t) ∈ Rn为系统的状态向量, w(t) ∈ Rq为

能量有限的外部扰动输入, z(t) ∈ Rp为感兴趣

的系统被调输出, u(t) ∈ Rr为系统的控制输入;
A,Ad,B1,B2和C,Cd,D1,D2为适当维数的已知

矩阵, d > 0为滞后时间, ρ = {ρ1, ρ2, · · · , ρm}为所
有不确定参数的集合.
若采用如下无记忆状态反馈控制器

u(t) = Kx(t), (8)

则控制器应用于系统所构成的闭环系统为

ẋ(t) = Ac(ρ)x(t) + Ad(ρ)x(t− d) + B1(ρ)w(t),
(9a)

z(t) = Ccx(t) + Cdx(t− d) + D1w(t). (9b)

其中: Ac(ρ) = A(ρ) + B2(ρ)K,Cc = C + D2K.
定定定义义义 1 [1] 对给定的常数γ > 0,如果系统(7)具

有性质: ①系统渐近稳定;② 在零初始条件x(t) =
0 (t ∈ [−d, 0] )下, ||z||2 6 γ||w||2 (∀w ∈ L2[0,∞)),
则称系统(9)具有H∞性能γ.
由文献[1]可知如下结论成立.
定定定理理理 1 对系统(9)和给定的常数γ > 0,如果对

所有允许的不确定性, 均存在对称正定矩阵P >
0和S > 0,使下式成立:



AT
c(ρ)P+PAc(ρ)+S PB1(ρ) CT

c PAd(ρ)
BT

1 (ρ)P −γI DT
1 0

Cc D1 −γI Cd

AT
d(ρ)P 0 CT

d −S


<0,

(10)

则闭环系统(9)具有H∞性能γ.
本文旨在建立适用于不确定时滞系统的鲁棒可

靠性方法,并将其用于不确定时滞系统的H∞鲁棒性

能分析和控制设计.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 2 对系统(7)和给定的常数γ > 0, 如果对

所有允许的不确定性, 均存在适当维数的对称正定
矩阵X ,Q和矩阵Y ,使下式成立:



Ξ1 ∗ ∗ ∗
BT

1 (ρ) −γI ∗ ∗
CX + D2Y D1 − γI ∗

XAT
d(ρ) 0 CT

d −Q


 < 0, (11)

其中:

Ξ1 =

(A(ρ)X+B2(ρ)Y )T+(A(ρ)X+B2(ρ)Y ) + Q,

“∗”表示对称位置矩阵块的转置. 则系统(7)存在
无记忆的γ-次优状态反馈H∞ 控制律(8), 且反馈增
益矩阵可取为K = Y X−1.

证证证 根据定理1, 如果存在对称正定矩阵P >

0,S > 0和矩阵K, 使式(10)成立, 则系统存在γ-次
优状态反馈H∞控制律.式(10)两边分别左乘和右乘
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以矩阵diag(P−1, I, I,P−1), 并令X = P−1,Y =
KP−1,Q = P−1SP−1,则得式(11).
在系统 (7)中, 假设: B2,C和D2为常矩阵, 且

DT
2D2 > 0,Cd = 0,D1 = 0. 记

Â(ρ) = A(ρ)−B2(DT
2D2)−1DT

2C,

B̂ = −B2(DT
2D2)−1BT

2 ,

Ĉ = C −D2(DT
2D2)−1DT

2C,

D̂ = −D2(DT
2D2)−1BT

2 .

则由定理2,可直接得到如下结论:
推推推论论论 1 对系统(7)和给定的常数γ > 0,在上述

假设下,如果对所有允许的不确定性,存在适当维数
的对称正定矩阵X和Q,使下式成立:


(Â(ρ)X+B̂)T+(Â(ρ)X+B̂)+Q ∗ ∗ ∗
BT

1(ρ) −γI ∗ ∗
ĈX + D̂ 0 −γI ∗
XAT

d(ρ) 0 0 −Q



<0,

(12)

则系统(7)存在无记忆的γ-次优状态反馈控制律(8),
且反馈增益矩阵可取为

K = −(DT
2D2)−1(BT

2X−1 + DT
2C).

根据基本变量ρ = {ρ1, ρ2, · · · , ρm}的标准化表
达式,将系统矩阵表示为如下相应形式:




A(ρ) = A0 +
p1∑

i=1

Aiδi,

Ad(ρ) = Ad0 +
p2∑

j=1

Adjδj,

B1(ρ) = B10 +
p3∑

k=1

B1kδk,

B2(ρ) = B20 +
p4∑
l=1

B2lδl.

(13)

其中: A0,Ad0,B10,B20和Ai,Adj,B1k,B2l为由基

本变量的均值和离差确定的矩阵. 式(13)代入式(11),
并由定理1可得
推推推论论论 2 对系统(7)和给定的常数γ > 0,如果对

所有允许的不确定性, 存在适当维数的对称正定矩
阵X,Q和矩阵Y ,使下式成立:



Ξ2 ∗ ∗ ∗
(B10 +

p3∑
k=1

B1kδk)T −γI ∗ ∗
C1X + D2Y D1 −γI ∗

X(Ad0 +
p2∑

j=1

Adjδj)T 0 CT
d −Q




< 0.

(14)

其中

Ξ2 =

(A0X + B20Y )T + (A0X + B20Y ) +
p1∑

i=1

[(AiX) + (AiX)T]δi +

p2∑
l=1

[(B2lY ) + (B2lY )T]δl + Q,

则系统(7)存在无记忆的γ-次优状态反馈控制律(8),
且其反馈增益矩阵可取为K = Y X−1.
式(13)代入式(11),由推论1可得

推推推论论论 3 对系统(7)和给定的常数γ > 0, 在推
论1的假设下, 如果对所有允许的不确定性, 存在适
当维数的对称正定矩阵X和Q,使下式成立:



Ξ3 ∗ ∗ ∗
BT

1 (d) −γI ∗ ∗
ĈX + D̂ 0 −γI ∗
XAT

d(δ) 0 0 −Q


 < 0. (15)

其中:

Ξ3 = (Â(δ)X − B̂)T + (Â(δ)X − B̂) + Q,

Â(δ) = (A0 −B2(DT
2D2)−1DT

2C) +
p1∑

i=1

Aiδi,

则系统(7)存在无记忆的γ-次优状态反馈控制律(8),
其反馈增益矩阵可取为

K = −(DT
2D2)−1(BT

2X−1 + DT
2C).

当对所有允许的不确定性,存在适当维数的对称
正定矩阵X, Q和矩阵Y ,使式(14)成立,或在推论1的
假设下, 存在对称正定矩阵X和Q使式(15)成立时,
分别存在状态反馈控制律u(t) = Y X−1x(t)和
u(t) = −(DT

2D2)−1(BT
2X−1+DT

2C)x(t), 使闭环
系统(9)可靠地具有H∞鲁棒性能γ. 不满足性能要
求, 作为一种失效形式, 受所有不确定性和时滞的
影响. 从鲁棒可靠性角度讲, 当式(14)或式(15)成立
时,系统可靠.从而,可以将对不确定时滞系统(7)进
行H∞性能可靠性分析的功能函数定义为

M1(δ,X, Y, Q) =


Ξ2 ∗ ∗ ∗
(B10 +

p3∑
1=1

B1kδk)T −γI ∗ ∗
C1X + D2Y D1 −γI ∗

X(Ad0 +
p2∑

j=1

Adjδj) 0 CT
d −Q




,

(16)
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与式(15)对应的可靠性功能函数定义为

M2(δ,X, Q) =




Ξ3 ∗ ∗ ∗
BT

1 (δ) −γI ∗ ∗
ĈX + D̂ 0 −γI ∗
XAT

d(δ) 0 0 −Q


 .(17)

从而,由鲁棒可靠性方法,与式(16)(17)相应的、系统
满足鲁棒H∞性能γ的鲁棒可靠度可分别由如下优

化问题求解:

min ||δ||∞ (18a)

s.t. M1(δ∗,X,Y ,Q) < 0 (X > 0,Q > 0),

M1(δ,X∗,Y ∗,Q∗) = 0. (18b)

或

s.t. M2(δ∗,X,Q) < 0 (X > 0,Q > 0),

M2(δ,X∗,Q∗) = 0. (18c)

其中: 式(18b)的第1式表示对确定的δ∗, 可行矩阵
X,Q,Y应满足的约束,为一线性矩阵不等式(LMI);
第2式表示对确定的可行矩阵X∗,Q∗,Y ∗,M2 =
M(δ) = 0为由标准化区间变量构造的拓扑空间中
的失效面. 式(18c)情况类似. 从而可利用LMI 方法
和鲁棒可靠度求解方法求得系统的鲁棒可靠度.进
而, 使系统满足鲁棒性能要求的不确定参数ρi的最

大鲁棒界限可由ρi = ρi0 + (ηr + 1)ρidδ (|δ| 6 1)确
定.
基于可靠性的使闭环系统具有最小性能指

标γ的最优H∞反馈控制律可由如下优化问题求解:

min γ, s.t. ηr > ηcr. (19)

其中: ηr为按功能函数(16)或(17)由式(18)求得的鲁
棒可靠度, ηcr ≥ 0为要求的最小鲁棒可靠度.该优化
问题可按两级优化进行: 在上一级优化鲁棒性能,获
取最优状态反馈控制律;在低一级,通过优化,求解
鲁棒可靠度.
同时考虑鲁棒可靠性和控制代价的最优反馈控

制律可由如下优化问题求解:

min γ + c · tr N , (20a)

s.t. ηr > ηcr, (20b)[
N I

I X

]
> 0, N > 0. (20c)

其中c > 0为权系数. 或按下式求解:
min tr N , (21a)

s.t. γ 6 γ0, ηr > ηcr, (21b)[
N I

I X

]
> 0, N > 0. (21c)

这里为求解方便所引入的矩阵N为与X同阶的对

称正定矩阵.

4 数数数值值值算算算例例例(Example)
考虑形如式(7)所示动态系统,其中[6]

A(δ) =

[
−2 1− δ1 + δ2

0 1 + δ1

]
,

Aδ =

[
0.5 0.2 + δ1

0.1 0.2 + δ1

]
, B1 =

[
1 + δ2

0

]
,

B2 =

[
−1
1

]
, C = [−0.5 − 0.4],

Cd = [0 0], D1 = 0, D2 = 1, δi ∈ [−1, 1].

依据推论3,求解相应的优化问题(20),其中的权
系数c = 0.01,鲁棒可靠度约束为ηr > 0.001求得的
最优反馈控制器增益矩阵为

K = [−1.3946 − 17.8738].

对应的最优H∞性能指标为γ = 0.6853.
在鲁棒可靠度约束ηr > 0.001下,依据推论3,求

解相应的优化问题(21), 可得实现不同性能指标的
鲁棒控制器增益矩阵如表1所示.

表 1 不同性能指标时的控制器增益矩阵
Table 1 Gain matrices of controller with

different disturbance attenuations

性能指标γ0 控制器增益矩阵K

0.53 [–89.0989 –864.2924]
0.55 [–9.9731 –100.5787]
0.60 [–3.0952 –34.2816]
0.70 [–1.2710 –16.6879]
0.80 [–0.7830 –11.9795]
0.90 [–0.5565 –9.7947]
1.0 [–0.4258 –8.5335]

在性能要求γ0 = 0.80下, 依据推论3, 求解相应
的优化问题(21), 可得不同鲁棒可靠性水平时的控
制器增益矩阵如表2所示.

表 2 不同鲁棒可靠度时的控制器增益
Table 2 Gain matrices of controller with

different robust reliabilities

鲁棒可靠度ηcr 控制器增益矩阵K

0.001 [–0.7830 –11.9795]
1 [–0.9474 –18.4044]
2 [–1.0892 –25.0767]
3 [–1.3627 –33.3461]
3.6 [–3.1226 –60.5494]

若不考虑控制代价,按式(19)优化求得的最优反
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馈控制器增益矩阵为

K = 106 × [−0.4009398 − 3.8797808].

相应的最优鲁棒H∞性能指标为γ = 0.52766. 与性
能指标约束为γ0 = 0.53时的控制器增益矩阵相比
较可看出,这时的控制代价很大,但对控制性能的改
进已很小. 因此, 在控制器设计中, 控制性能、控制
代价和鲁棒可靠性目标的同时实现有重要意义.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文基于可靠性思想, 研究了参数化不确定时

滞系统的H∞鲁棒控制问题. 提出了不确定时滞系
统H∞控制的鲁棒可靠性方法. 利用LMI方法, 给出
了基于鲁棒可靠性的不确定时滞系统的状态反馈最

优H∞控制器设计方法. 所设计的控制器可以在满
足对所有不确定性鲁棒可靠的前提条件下具有最优

的H∞鲁棒性能,或在满足鲁棒性能要求的前提下具
有更高的鲁棒可靠性. 算例分析表明,在控制器设计
中, 控制性能、控制代价和鲁棒可靠性目标的同时
实现有重要意义,文中方法为其实现提供了可能.
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