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摘要:通过Lyapunov函数设计反馈控制器使得非线性仿射控制系统全局渐进稳定是一种有效的方法. 为了使得
反馈控制器具有连续性, Sontag提出控制Lyapunov函数应具有小控制性,即要求在原点连续反馈控制器存在,该条
件在实际中无法应用. 针对这一问题本文提出了聚点条件来保证反馈控制器具有连续性,该条件直接对选择的控
制Lyapunov函数进行检验,并且聚点条件还是必要的;文章将控制Lyapunov函数的严格不等式放宽为非严格的不等
式,提出非严格控制Lyapunov函数,利用LaSalle定理得到: 采用满足聚点条件的非严格控制Lyapunov函数来设计连
续反馈控制器,非线性仿射控制系统是全局渐进稳定,扩大了控制Lyapunov函数的寻找范围;最后通过对一种带摩
擦的弹簧系统进行验证.
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C0-stabilizablity of nonlinear control-affine systems
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Abstract: In order to eliminate the difficulty in the design of Lyapunov function proposed by Sontag, the C0-stabilizab-
lity of nonlinear affine control systems is studied in this paper. Firstly, the accumulation point condition is briefly introduced
in order to ensure the continuity of the Sontag’s formula. Secondly, the accumulation point condition is also proved to be
necessary for the continuity of Sontag’s formula. Thirdly, the strict control Lyapunov function is replaced by non-strict
control Lyapunov function in the nonlinear affine control systems. Motivated by LaSalle theorem, the system with non-
strict Lyapunov function which is said to satisfy the accumulation point condition is proved to be C0-stabilizable, the
optional range of Lyapunov function is thus extended. Finally, an example of frictional spring system is given to validate
this theory.

Key words: nonlinear affine control system; C0-stabilizable; control Lyapunov function; non-strict control Lyapunov
function
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1 引引引言言言(Introduction)
考虑如下非线性仿射控制系统

ẋ = f(x) + g(x)u. (1)

其中: x ∈ Rn为系统状态变量, 函数f : Rn → Rn

与g : R → Rn×m是连续函数, u ∈ Rm是控制向量,
并且f(0) = 0.
如果能够找到一个连续的控制器u = α(x), 使

得非线性仿射控制系统(1)是全局渐进稳定,称系统
是C0 镇定的(C0-stabilizable)[1]. 为了解决这个问题,
Lyapunov函数方法是一个有力工具.

考 虑 系 统(1)的 一 个 待 选 的Lyapunov函 数
V : R→ [0,∞),其对时间的导数

V̇ = LfV + LgV u. (2)

其中: LfV =
∂V

∂x
f(x), LgV =

∂V

∂x
g(x).

为使系统(1) C0镇定, 需要确定两个函数, 一个
连续的控制器u = α(x),一个在该控制器下,导函数
负定的Lyapunov函数V (x). 1983年Artstein[2]和Son-
tag[3] 同时提出了所谓控制Lyapunov函数(the control
Lyapunov function)概念.
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一个光滑、正定、一致无界函数V (x) 称作是控
制Lyapunov函数(简称clf),如果满足条件

inf
u∈Rm

{LfV + LgV u} < 0, ∀x 6= 0, (3)

条件(3)也可以替换为等价形式

LgV = 0 ⇒ LfV < 0, ∀x 6= 0. (4)
注注注 1 条件(3)表明对于所选择的Lyapunov函数

V (x), 应存在控制u, 使得它的导数V̇在原点以外始终为负

值. 当LgV 6= 0时, 总可以取u使得V̇ < 0, 而当LgV = 0

时, 控制u不会对V̇ 起作用, 因此式(4)表明要求选择
的Lyapunov函数V (x)此时满足LfV < 0.

Sontag在文献[4]证明, 如果非线性仿射控制系
统(1)存在一个控制Lyapunov函数V (x) , 那么就可
以找到控制律u, 使得导数V̇ 沿轨道是负定, 并且
给出一个由控制Lyapunov函数V (x) 确定的一般公
式(Sontag’s formula):

αs(x) =



LfV+
√

(LfV )2+(LgV (LgV )T)2

−LgV (LgV )T
(LgV )T,

LgV 6=0,

0, LgV =0.

(5)

为了保证Sontag公式在原点连续, Sontag对控制
Lyapunov函数V (x)的选择提出进一步的要求:
一个控制Lyapunov函数V (x)称作具有小控制

性[5],如果存在Rn上连续的控制律αc(x),使得

LfV + LgV αc < 0, ∀x 6= 0. (6)

同时给出下列定理:
定定定理理理(Sontag) 在连续的控制律下,非线性仿射

控制系统(1)镇定的充分必要条件是存在一个具有
小控制性的控制Lyapunov函数.

控制Lyapunov函数V (x) 具有小控制性表明, 如
果所选的控制Lyapunov函数V (x)在Rn 上有连续的

控制律αc(x)使得V̇ < 0,则Sontag公式在Rn 上也是

连续的. 为了保证由Sontag公式给出的控制律在原
点连续,又需要证明存在Rn 上连续的另外一个连续

的控制律,使得Sontag公式失去实际应用价值.
为解决上述问题,本文的第一个工作是直接针对

控制Lyapunov函数V (x)提出一个所谓聚点条件,确
保Sontag公式在Rn 上连续.本文的另一项工作是将
条件(4)中的严格小于零的不等式放宽为非严格小
于零的不等式,提出非严格控制Lyapunov函数概念,
利用LaSalle定理, 得到系统(1) C0 镇定的一个充分

条件,这样使得Lyapunov函数V (x)的选择范围得到
扩大.

2 聚聚聚点点点条条条件件件(Accumulation point condition)
在欧氏空间中,一个点x0为一个集合H的聚点是

指:在x0 的任何邻域中, 总有集合H的无穷多个点.
如果集合H是区域,则其边界点、内点均为集合H的

聚点.
定定定义义义 1 一个控制Lyapunov函数V (x)称作满足

聚点条件,如果原点是集合

H = {x ∈ Rn : LfV (x) > 0, LgV (x) 6= 0} (7)

的聚点,则

lim
x→0
x∈H

LfV (x)
|LgV (x)| = 0 (8)

成立.
直观地讲, 针对LfV (x) > 0区域, LfV (x)在原

点是LgV (x)的高阶无穷小.
定定定理理理 1 如果clf V (x)满足聚点条件, 那么它

的Sontag公式在Rn上连续.
证证证 考虑Sontag控制律αs(x)在任意点x0 ∈ Rn

的连续性.
分两种情形讨论:
如果LgV (x0) 6= 0, 根据函数LgV (x)的连续性,

存在x0 的一个邻域, 使得在该邻域内LgV (x) 6= 0,
由于函数αs(x) 在该邻域上是一个初等函数表示,
所以αs(x)在点x0连续.
如果LgV (x0) = 0,对于x0 6= 0,根据控制Lyap-

unov函数V (x)定义, LgV (x) < 0,由函数LfV (x)的
连续性, 则存在x0的一个邻域, 使得在该邻域上总
有LfV (x) < 0,注意到不等式

LfV +
√

(LfV )2+(LgV (LgV )T)2 6LgV (LgV )T

(9)

对于LfV 6 0成立,于是

|αs(x)− αs(x0)| = |αs(x)| 6



|
LfV+

√
(LfV )2+(LgV (LgV )T)2

LgV (LgV )T
||(LgV )|,
LgV 6=0;

0, LgV =0,

6

|LgV (x)|. (10)

由于当x → x0有LgV (x) → 0成立, αs(x)在x0连续.
对于x0 = 0, x趋近于0分3种情形:
情情情形形形 1 对于x ∈ H, x → 0. 由聚点条件

lim
x→0
x∈H

|αs(x)− αs(0)| =

lim
x→0
x∈H

|LfV+
√

(LfV )2+(LgV (LgV )T)2

LgV (LgV )T
||(LgV )|=0.
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情情情形形形 2 对于x ∈ {x : LfV (x) 6 0, LgV (x) 6=
0},x → 0. 由式(10), 当x ∈ {x : LfV (x) 6
0, LgV (x) 6= 0}时,

|αs(x)− αs(0)| 6 |LgV (x)| → 0, (x → 0).
情情情形形形 3 对于x ∈ {LgV (x) = 0},x → 0. 此

时αs(x) − αs(0) ≡ 0. 因此αs(x)在x0 = 0连续.总
之, α(x)在Rn上连续. 证毕.
保证Sontag控制律αs(x)在原点连续, 聚点条件

还是必要的.
定定定理理理 2 如果clf V (x)的Sontag公式在Rn上连

续,那么它满足聚点条件.
证证证 假设clf V (x)的Sontag公式αs(x)在Rn上连

续,原点是集合H 的聚点,则

lim
x→0
x∈H

|αs(x)− αs(0)|=0,

即

lim
x→0
x∈H

|LfV +
√

(LfV )2+(LgV (LgV )T)2

LgV (LgV )T
||(LgV )|=0.

由不等式

|LfV (x)|
|LgV (x)| 6

|LfV +
√

(LfV )2 + (LgV (LgV )T)2

LgV (LgV )T
||(LgV )|,

知式(8)成立. clf V (x)满足聚点条件. 证毕.
推推推论论论 1 clf V (x)满足聚点条件的充分必要条

件是V (x)具有小控制性.
推推推论论论 2 系统(1)是C0-镇定的充分必要条件是

存在一个满足聚点条件的clf V (x).

3 非非非严严严格格格控控控制制制Lyapunov函函函数数数(Non-strict con-
trol Lyapunov function)
定定定义义义 2 一个光滑、正定、一致无界函数V (x)

称作是一个非严格控制Lyapunov函数(简称nclf), 如
果满足条件




inf
u∈Rm

{LfV + LgV u} 6 0,

∀x 6= 0,
(11)

条件(4)也可以替换为等价形式

LgV = 0 ⇒ LfV 6 0, ∀x 6= 0. (12)
定定定义义义 3 非严格控制Lyapunov函数V (x)称作满

足聚点条件,如果元素x0属于集合

S = {x ∈ Rn : LfV (x) = 0, LgV (x) = 0}, (13)

同时又是集合

H = {x ∈ Rn : LfV (x) > 0, LgV (x) 6= 0}

的聚点,则

lim
x→x0
x∈H

LfV (x)
|LgV (x)| = 0. (14)

定定定理理理 3 满足聚点条件的nclf V (x)其Sontag公
式在Rn上连续.
证证证 对于任意x0 ∈ Rn,分两种情形讨论:
如果LgV (x0) 6= 0,证明同定理1.
如果LgV (x0) = 0, 那么根据nclf V (x)条件

知LfV (x0) 6 0, 对于LfV (x0) < 0, 证明同定理1;
对于LfV (x0) = 0, x趋近于x0分3种情形:
情情情形形形 1 对于x ∈ H, x → x0. 由聚点条件

lim
x→x0
x∈H

|αs(x)− αs(x0)| =

lim
x→x0
x∈H

|LfV +
√

(LfV )2+(LgV (LgV )T)2

LgV (LgV )T
||(LgV )|=0.

情情情形形形 2 对于x ∈ {x : LfV (x) 6 0, LgV (x) 6=
0}, x → x0. 由式(10)

|αs(x)− αs(x0)| 6 |LgV (x)| → 0(x → x0).
情情情形形形 3 对于x ∈ {LgV (x) = 0}, x → x0. 此

时αs(x)− αs(x0) ≡ 0.
总之, αs(x)在Rn上连续. 证毕.
同 定 理2一 样, 如 果nclf V (x)的Sontag公 式

在Rn上连续那么nclf V (x)满足聚点条件.
定定定理理理 4 如果存在一个满足聚点条件的nclf

V (x), 并且在连续控制律u = αs(x)下, 系统(1)在
集合S = {x ∈ Rn : LfV (x) = 0, LgV (x) = 0}中
没有非平凡解,那么,系统(1)是C0-镇定的.
证证证 设nclf V (x)满足聚点条件,其控制律取u =

αs(x)(Sontag公式). 在控制律u = αs(x)下系统(1)的
轨迹为x(t),考虑V对时间的导数

V̇ = LfV (x) + LgV (x)αs(x) ={
−√

(LfV )2 + (LgV (LgV )T)2, LgV 6= 0,

LfV, LgV = 0,

得到结论:
1) V̇ (x) 6 0;
2) V̇ (x) = 0 ⇔ LfV (x) = 0, LgV (x) = 0.

如果轨迹x(t)保持在集合{x ∈ Rn : V̇ = 0}, 则
x(t)保持在集合S中, 由定理条件, 集合{x ∈ Rn :
V̇ = 0}中只有平凡解,根据LaSalle定理,系统(1)在
连续控制律u = αs(x)下是全局渐进稳定的.

4 举举举例例例(Example)
考虑带摩擦的弹簧控制系统{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = sin x2 − x1 + u
√
|x2|.

(15)
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它是一个非线性仿射控制系统.选择Lyapunov函数

V (x1, x2) =
1
2
(x2

1 + x2
2),

其对时间的导数

V̇ = x2 sinx2 + ux2

√
|x2|.

这里: LfV = x2 sinx2, LgV = x2

√
|x2|.

由于LgV = x2

√
|x2| = 0时, LfV 6 0, 所

以V (x)是非严格控制Lyapunov函数.
不难看出S = {x ∈ R2 : x2 = 0}是坐标轴x1

上的点组成的集合; 集合S中的每一个点都是集

合H = {x ∈ R2 : x2 sinx2 > 0, x2 6= 0}的聚点;对
于任意(a, 0) ∈ S

lim
x→(a,0)

x∈H

LfV (x)
|LgV (x)| = lim

x1→a
x2→0

x2 sin x2

|x2

√
|x2||

= 0,

因此, nclf V (x)满足聚点条件, 由定理3得知nclf
V (x)确定的Sontag控制律αs(x)是连续的. 经简单
验证Sontag控制律

αs(x) =





x2 sin x2 −
√

(x2 sinx2)2 + x6
2

−x2

√
|x2|

, x2 6=0,

0, x2 =0

是连续的.
假定x(t)=(x1(t), x2(t))T是Sontag控制律αs(x)

下系统(15)的轨迹, 并且x(t) ∈ S. 则有x2(t) ≡ 0,
代入到式(15)中第2式,有x1(t) ≡ 0,表明S中只有平

凡解.由定理4,系统(15)在连续控制律u = αs(x)下

是全局渐进稳定的.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了非线性仿射控制系统的C0 镇定问

题, 给出Sontag控制律连续的一个充分必要条件;
提出非严格控制Lyapunov函数概念, 从而扩大了在
研究了非线性仿射控制系统的C0 镇定问题时, 控
制Lyapunov函数的寻找范围, 最后通过一个例子说
明了这一点.
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