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摘要:常规线性飞控系统针对推力矢量飞机这样的多控制冗余、非线性MIMO系统,无法实现非线性控制.本文
针对推力矢量飞机非线性系统,阐述了一种逐点线性化后退区间最优控制算法满足飞行品质要求. 首先将作动器,
飞行品质和逐点线性化的飞机线性模型综合实现在线建模,然后以飞行状态与预测状态之间的误差、作动器的位
置限制和速率限制作为最优指标,最后以此为基础,根据最优控制原理计算当前时刻飞机最优控制指令,实现飞机
非线性控制.采用国内某型号飞机气动数据验证此算法的鲁棒性和稳定性.
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LSPRHO algorithms for the nonlinear movement of aircraft
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Abstract: Conventional linear flight control systems do not satisfy nonlinear control requirement of aircraft with thrust
vector, which is a multiple control redundances and nonlinear MIMO system. To control an aircraft with thrust vector, an
algorithm of LSPRHO(linearization method at sampling point && receding horizon optimal control) is set forth. Firstly,
actuators, flight quality models and the approximate linear equations at sampling points can be effectively combined into
an augmented time-invariant linear system, then LSPRHO takes errors and error rates between fly-states and model-states,
actuators position limit and rate limit as optimal index. Based on the above deductions and the optimization technique, the
control input for aircraft can be determined to make fly-states to track the state commands. The algorithm is proved to be
robust and stable by simulations with air dynamic data of certain native aircrafts.
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1 引引引言言言(Introduction)[1]
推力矢量飞机研究是世界范围内下一代战机发

展的方向,将推力矢量控制融合进飞行控制系统中,
是飞行控制的一个前沿课题:在常规飞行包线内机
动时,推力矢量构成常规舵面的操纵冗余,可以在常
规舵面故障情况下实现飞行重构控制;当飞机在扩
展飞行包线中做机动飞行时, 由于极小速度和大迎
角缘故, 使机体和常规舵面上的动压极小而无法让
机翼和常规舵面产生足够的升力和改变飞行状态的

力矩,甚至导致常规舵面操纵能力完全丧失,从而使
飞机失控,此时可以让不依赖气动作用的推力矢量

发挥其控制能力. 依靠现有装备在战机上的PID控
制系统,想要在扩展飞行包线这种极端的飞行状态
下实现对推力矢量飞机的控制是非常困难的：因为

它只适合飞行包线内小扰动情况下飞行控制,且无
法满足飞机非线性运动中对多操纵舵面冗余控制的

指令分配, 迫使人们采用新的控制技术来研究推力
矢量飞机的飞行控制. 本文提出的LSPRHO控制可
以将各种控制目标和影响因素在L2泛数意义上融合

在一起, 能满足不同飞行条件下特别是扩展飞行包
线中对飞行性能的要求, 并以国内某机型为基础验
证了此控制算法的稳定性和鲁棒性, 对下一代飞机
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控制律设计具有参考意义.

2 RHO最最最优优优算算算法法法(Receding horizon optimal
control algorithm)[2]

RHO后退区间最优控制律是模型预测控制律
中的一种连续时域的最优算法. 在当前时刻t时,
t + T为时间固定区间为T的末端时刻,且令末端状
态量为x(t + T ) = 0. 采用最优二次型模型跟随控
制算法可以得到在t ∼ t + T区间内序列控制输入

信号,只取第一个控制信号作为输入信号.在下一采
样时刻t + 1时,控制输入信号不用控制序列的第2个
值,而在t + 1 ∼ t + 1 + T区间重新计算最优控制输

入序列, 并取第一个信号作为控制输入. 如此循环,
就能在连续的采样时刻求得一系列最优控制输入信

号,此算法称为后退区间最优控制.

3 推推推力力力矢矢矢量量量飞飞飞机机机非非非线线线性性性运运运动动动方方方程程程(Nonlinear
dynamic equations of aircraft with thrust vec-
tor)
飞机为常规布局,带有两个推力矢量喷管,推力

矢量飞机运动方程全部采用中国坐标系,其中气动
力方程建立在气动坐标系上, 力矩方程建立在机体
坐标系上,飞机航迹角建立在航迹坐标系上,这样含
有双矢量推力喷管的飞机运动方程可表示为如下非

线性形式[2]

ẋ1(t)=f(x1(t))+e[x1(t)]·x1(t)+g[x1(t)]δ(t)+

h(x1(t) · δT (t)). (1)

状态量x1 = [α ωz β ωx ωy]T ∈ R5×1 分别表

示迎角、俯仰角速率、侧滑角、滚转角速率和偏航

角速率; 常规舵面δ = [δz δx δy]T ∈ R3×1 分别

表示升降舵、副翼和方向舵偏转角; 推力矢量输入
为δT = [θTL θTR ϕT P ]T ∈ R4×1 ,其中θTL和θTR

各为左、右矢量喷管与机体坐标系xoz平面夹角,
ϕT 为矢量喷管与机体坐标系xoy平面夹角, P为推

力; f(x1(t)) ∈ R5×1 表示飞行状态量之间的非线性

气动耦合项和重力对飞行状态影响的非线性向量;
e[x1(t)] ∈ R5×5为飞机气动导数阵,可通过飞机上备
份的气动数据库在线查取获得; g[x1(t)] ∈ R5×3为

常规舵面的操纵导数阵, 它们是飞行状态量的非线
性函数; h(x1(t) · δT (t)) ∈ R5×4为推力矢量对飞行

状态施加影响的非线性阵, 是飞机结构、状态量以
及推力矢量的非线性函数.

4 飞飞飞机机机在在在线线线增增增广广广线线线性性性方方方程程程建建建模模模(On-line aug-
mented linear models of airplane)
在飞行时刻τ时,飞机状态测量值为x1(τ),推力

矢量喷管偏转为δT (τ),令x0 = x1(τ), δT0 = δT (τ).
在当前时刻τ , 将式(1)中的f(x1(t)) 和h(x1(t),

uT (t))分别对状态量和推力矢量偏转角进行一阶
泰勒级数展开,并去掉二次以上高阶无穷小量,整理
有:

f(x1(t)) ≈ ∂f(x1(t))
∂x1(t)

|x1(τ)=x0 ·x + [f(x0)−
∂f(x1(t))

∂x1(t)
|x1(τ)=x0 ·x0], (2)

h(x1(t), δT (t)) ≈
∂h(x1(t), δT (t))

∂x1(t)
| x1(τ)=x0,

δT (τ)=δT0

x1(t) +

∂h(x1(t), δT (t))
∂δT (t)

| x1(τ)=x0,
δT =δT0

(δT (t)− δT0) +

[h(x0, δT0)
∂h(x1(t), δT (t))

∂x1(t)
| x=x0 ,

δT =δT0
x0]. (3)

由式(1)∼(3)可推得飞机在当前时刻τ 时的定常线性

化模型

ẋ1(t)=A0 ·x1(t)+Bδ0 ·δ(t)+BδT 0 ·∆δT (t)+d0, (4)

其中:

∆δT (t) = δT (t)− δT0,

A0 =
∂f(x1(t))

∂x1(t)
|x1(τ)=x0 +e[x1(τ)] |x1(t)=x0 +

∂h(x1(t), δT (t))
∂x1(t)

| x1(τ)=x0,

δT (τ)=δT0

∈ R5×5,

Bδ0 = g[x1(t)] |x1(τ)=x0∈ R5×3,

BδT 0 =
∂h(x1(t), δT (t))

∂δT (t)
| x1(τ)=x0,

δT (τ)=δT0

∈ R5×3,

d0 =f(x0)− ∂f(x1(t))
∂x1(t)

|x1(τ)=x0 ·x0+h(x0, δT0)−
∂h(x1(t), δT (t))

∂x1(t)
| x1(τ)=x0,

δT (τ)=δT0

x0 ∈ R5×1.

逐点线性化方法不同于飞行包线内小迎角状

态使用的线性化方式,因为飞行包线内小迎角状态
时,所有飞行状态均在飞机配平状态附近小范围内
变化,其线性化方程是相对于配平点较小的偏差,在
扩展飞行包线中是无法获得飞机配平点的；而无论

在常规飞行包线中还是在扩展飞行包线中,逐点线
性化方法都是以当前时刻采样的状态数据作为初始

点进行线性化,因此这种线性化适合于不同飞行条
件.从作动器输入指令到舵偏角的线性传递函数为
式(5)所示[2]

δ̇(t) = Aδδ(t) + Bδδc(t). (5)

其中: δc = [δzc δxc δyc]T ∈ R3×1 分别表示升降

舵、副翼和方向舵作动器的指令, Aδ ∈ R3×3和Bδ ∈
R3×3分别线性方程的稳定导数阵和控制导数阵.

LSPRHO控制需要理想模型来预测系统状
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态.飞行品质模型实质是用低阶系统按照控制理
论的最优技术最佳拟合高阶系统,它用简单的一阶
或二阶数学模型描述了飞机纵向或横航向的飞行品

质,因此它是模型跟随控制中最理想的模型.飞行品
质方程可表示为

ẋm(t) = Amxm(t) + Bmum(t), (6)

其中: xm = [ωzm ωxm ωym]T ∈ R3×1 表示由

飞行品质模型求解出的三个角速率指令, Am ∈
R3×3和Bm ∈ R3×3 分别是飞行品质方程的稳定

导数阵和控制导数阵. um = [umz umx umy]T ∈
R3×1表示驾驶员在纵向、横向和航向上的驾驶输入.

预测控制中已有的显性模型跟随算法将系统模

型与预测模型分开考虑,让系统状态量与跟随模型
状态量的误差在L2泛数意义下最小,从而形成最优
控制伺服器问题, 它在RICCATI微分方程解法上实
现有一定困难[5],本文不采用上述方法,而是将飞机
在线逐点线性化方程、作动器线性模型与飞行品质

线性模型组合成一组增广定常线性方程, 从而将不
同线性方程之间状态跟随的伺服器问题转化为增广

线性方程状态内部误差L2泛数意义下最优的调节器

问题,由于调节器算法比较成熟,从而降低了本算法
实现的困难程度.

由式(4)∼(6)可以在当前时刻τ重新建模, 组成
增广定常线性飞机运动方程式(7),为简化起见省去
变量后的(t).

ẋ = Ax + Bδuδ + BmUm + d. (7)

增广状态量为x = [x1 δ xm]T ∈ R11×1;
增广输入量为uδ = [∆δT δc]T ∈ R7×1;

稳定导数阵为A =




A0 Bδ0 O

O Aδ O

O O Am


 ∈ R11×11;

余项为d = [dT
0 O]T ∈ R11×7;

控制导数阵为B =




BδT 0 O

O Bδ

O O


 ∈ R11×7.

其中O为相应维数的零阵.
考虑将4种变量作为系统输出: 三自由度角

速率跟随误差e = xω − xm, 角加速率跟随误
差ė = ẋω − ẋm, 舵偏角δ 和舵偏角速率δ̇ .令y =
[eT ėT δT δ̇T]T ∈ R12×1表示LSPRHO输出变量,根
据式(7)可推导出线性输出方程为

y = Cx + Dδuδ + Dmum + Ddd. (8)

各矩阵系数分别为:
C = [(Cp −Cm) (Cp −Cm) ·A Cδ Cδ̇]

T ∈ R9×16,

Dδ = [O3×3 CpBδ O3×3 O3×3]T ∈ R9×3,

Dm = [O3×3 CmBm O3×3 O3×3]T ∈ R9×3,

Dd = [O3×3 Cp O3×3 O3×3]T ∈ R9×3.

其中: Cp, Cm, Cδ, Cδ̇ 分别为角速率xω ,飞行品质状
态量xm ,舵偏角δ 和舵偏角速率δ̇ 在式(7)增广状态
量x中固定位置组成的矩阵.

5 LSPRHO控控控制制制算算算法法法(Linearization method
at sampling point && receding horizon op-
timal control)
定义LSPRHO最优调节器拉各朗日方程为

式(9),其中下标Qe, Qė, Qδ, Qδ̇, R为正定对角权阵

H =
1
2
{eTQpe + ėTQDė + δTQδδ + δ̇TQδ̇ δ̇ +

uδRuδ}+ λ · (Ax + Bδuδ + Bmum + d).

(9)
式(9)保证在L2泛数意义下,求解出的控制变量

满足状态跟踪误差和状态速率跟踪误差较小, 且满
足舵偏角和舵偏速率较小要求, 但这并不意味在某
些特殊飞行条件下, 计算出的舵偏角和舵偏速率不
能超过饱和限制,此时,舵偏角和舵偏角速率将限定
在饱和范围内,这将会导致状态跟踪误差,由饱和限
制导致跟踪偏差可以通过减小驾驶员输入指令来修

正.
由式(7)∼(9)可得Hamiltonian方程为



− λ̇ =
∂H

∂x
=

CTQCx + ATλ + AT(Cp − Cm)T·
QDCpBδuδ −AT(CP − Cm)TQD·
CmBmum + AT(Cp − Cm)TQDCP d,

ẋ =
∂H

∂λ
= Ax + Bδuδ + Bmum + d.

(10)

拉格朗日方程对输入量的导数为

∂H

∂uδ

= BT
δ CT

p QD(Cp − Cm)Ax−BT
δ CT

p QDCm ·
Bmum + BT

δ CT
p QDCpBδuδ + BT

δ CT
p QD ·

Cpd + Ruδ + BT
δ λ = 0.

其横截条件为x(0) = x0, λ(T ) = 0. 上述LSPRHO
最优二次型的解为:

uδ = R̂−1 · ((−K̂T −BT
δ P ) · x + L̂um −

BT
δ CT

P QDCP d−BT
δ s), (11)

Ṗ +PĀ+ĀP−PBδR̂
−1BT

δ P +C̄ =O, (12)

ṡ + X̄ · s + Ȳ · um + Z̄ · d = O. (13)

终端条件为P (T ) = O, s(T ) = O,其中:

R̂ = BT
δ CT

p QDCpBδ + R,

Ā = A−BδR̂
−1K̂T,
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C̄ = CTQC − K̂R̂−1K̂T,

X̄ = AT − PBδR
−1BT

δ − K̂,

Ȳ = PBδR̂
−1L̂ + PBm − Ĵ + K̂R̂−1L̂,

Ĵ = AT(Cp − Cm)TQDCmBm,

K̂ = AT(Cp − Cm)TQDCpBδ,

L̂ = BT
δ CT

p QDCmBm,

Z̄ = AT(Cp − Cm)TQDCp − PBδR̂
−1 ·

BT
δ CT

p QDCp + P − K̂BT
δ CT

p QDCp.

在优化区间[0, T ]内,通过求解微分RICCATI方
程(DRE)(12)和线性微分方程(13), 可以得到P (0)
和s(0) 初始解, 将它们代入式(11), 可计算出当前
时刻的控制输入指令uδ(0). 本算法没有将系统离
散化, 而是在连续时域中求解, 因此式(12)(13)采用
四阶龙格库它方法从终端T时刻开始向前积分到始

端0时刻,积分步长和积分次数会影响控制输入指令
准确性和实时性,需要仔细选择.

6 LSPRHO的的的稳稳稳定定定性性性和和和鲁鲁鲁棒棒棒性性性(Stability and
robust analysis for LSPRHO)[2]

定定定理理理 1 标称线性定常系统{
ẋ(t) = A · x(t) + B · u(t),

y(t) = C · x(t).

其中{A,B} 是一致完全可控的, 假设受到有界干
扰∆A, 且满足

f
∆A

f
< µ, (µ > 0), 有界干扰d满

足
f
d
f

< κ, 0 < κ < ∞ ,干扰系统可表示为{
ẋ(t) = (A + ∆A) · x(t) + B · u(t) + d,

y(t) = C · x(t).
(14)

那么在LSPRHO控制律(11)的控制下, 能保证式(14)
一致渐进稳定收敛.

推推推论论论 1 对于式(1)所示的非线性运动方程,
在LSPRHO控制律(11)的控制下, 能保证式(1)在当
前时刻一致渐进稳定指数收敛.

当前时刻用逐点线性化方法对飞机非线性方程

在线建模, 可认为余项是对标称线性系统系数阵的
有界扰动,以上定理保证用最优控制算法鲁棒求解
出的控制指令, 能使飞行状态稳定收敛于模型预测
状态指令上, 因而LSPRHO算法实际上是用一系列
连续时域的预测状态指令对飞行状态的一种低通滤

波,保证飞行状态能准确跟踪预测模型行为.

7 算算算例例例(Design example)
仿真验证LSPRHO算法对推力矢量飞机飞行

状态在失速大迎角下跟踪驾驶输入的性能.仿真步

长∆t = 0.0125 s , 共仿真1000步, 设置每步采样后

对式(12)(13)积分20次,积分步长为∆ = 0.02 s .设置

飞行状态为失速0.1 Mach和高度8 km, 设定起始迎

角α0 = 30o,升降舵δz0 = −18o,发动机工作在“全

加力”状态下, 推力为40000 N,其他状态量和控制

输入量初值都设定为0. 在这种极端条件下无法对飞

机提供足够的动压,使常规气动舵面产生的气动力

几乎全部丧失,飞机机动只能依靠推力和推力矢量

喷管的共同作用, 才能产生改变在失速大迎角条件

下飞机姿态的力和力矩.

根据军用规范有人驾驶飞机的飞行品质8785C,

经简化飞行状态指令以下式产生




ωzm

ωxm

ωym


=




6
s2+4s+4

1.4
s+0.8

5
s2+s+3







umz

umx

umy


 .

国内某型号飞机作动器线性模型如下


δz

δx

δy


=




A

B

C







δzc

δxc

δyc


 .

其中:

A =
33.92

s2+56.1s+33.92
,

B =
50.22

s2+77.9s+50.22
,

C =
33.542

s2+51.9s+33.542
.

仿真中LSPRHO控制算法权阵通过离线调试获

得,选取结果如下:

Qp = diag{20, 60, 80};
QD = diag{0.01, 0.3, 10};
Qδ = diag{1000, 1000, 1000};
Qδ̇ = diag{5, 30, 5};
R = diag{100, 5000, 5000, 15000, 2.5, 2, 0.5}.
图1给出了驾驶指令umz, umx, umy 的阶跃输

入,如点线所示. 将它们输入给飞行品质模型,从而

预测出飞机在三通道的角速率指令ωzm, ωxm, ωym,

如虚线所示. 由LSPRHO算法求解出舵面控制指令,

使角速率ωz, ωx, ωy,跟随速率指令,如实线所示. 可

看出跟踪是准确的, 纵向、横向和航向角速率均稳

定收敛于各自的预测状态指令上, 同时纵向、横向

和航向状态之间实现了完全解耦控制.

图2显示飞行过程中LSPRHO分配给升降舵δz,

副翼δx和方向舵δy控制指令情况. 飞机在失速

0.1 Mach下飞行时, 控制权阵R对3个常规舵面分
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别选取较小权值2.5, 2和0.5, 由于舵面动压极小, 这

样可增大常规舵面的活动能力,尽可能产生较大操

纵力和力矩. 图2显示升降舵δz达到舵偏饱和状态,

这需要纵向操纵通道上有冗余控制能力的矢量喷

管∆θTL和∆θTR 配合才能产生需要的操纵力和力

矩.副翼δx和方向舵δy偏转量较小,说明推力矢量承

担了大部分横航向操纵力和力矩.

图 1 飞行状态跟踪驾驶指令仿真结果
Fig. 1 Simulative results of flight states tracking

pilot commands

图 2 常规舵面控制仿真结果

Fig. 2 Simulative results of controlled normal effects

图3显示飞行过程中LSPRHO分配给推力矢
量∆θTL, ∆θTR和∆ΦT控制指令情况. 相比不使用
推力矢量时权值设为1.0e + 10,控制权阵R对3个推
力矢量分配的权值较小且均为5000, 这增大了推力
矢量的活动能力.在这种极端飞行条件下,推力矢量
与推力一起承担了实现要求操纵力和力矩的大部分

任务,因此偏转的角度范围较大,图3显示在一定的
时间段内,推力矢量达到饱和状态以获取最大的操
纵力矩.
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图 3 推力矢量控制仿真结果

Fig. 3 Simulative results of controlled thrust vector

8 总总总结结结(Conclusion)
本文将非线性飞机运动方程在当前时刻在线线

性化,且与作动器模型和飞行品质模型综合为增广

线性运动方程,实现在每个飞行采样点对飞机运动

方程重新建模, 利用LSPRHO概念推导出增广线性

运动方程的最优控制输入解法和RICCATI方程. 用

中空失速状态下飞机飞行算例进行了仿真计算,充

分证明了LSPRHO算法对解决非线性控制问题具有

很好的鲁棒性和稳定性. 当然,在对RICCATI方程积

分时涉及大量矩阵运算,单机无法满足实时性要求,

矩阵优化运算和多机并行运算应是此算法解决实时

性问题的发展方向.
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