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摘要:对具有二次积分动态的智能群体 (flock/swarm),在有向网络取得群集运动 (flocking/swarming)进行了研
究.提出了一个分散控制方法对智能群体进行分散控制.用有向图模型表示智能体之间的相互作用及通信关系.对
固定的网络拓扑,控制互连拓扑是固定的,时不变的,运用传统的LaSalle不变集原理,代数图论的有关技巧进行了
稳定性分析,并得到以下主要结论: i)智能群体速度方向渐进收敛,并保持方向一致; ii)智能群体速度大小渐进收
敛,并保持大小相等; iii)有邻接关系的智能体 (Agent)之间没有碰撞发生; iv)智能群体的势场函数被最小化. 理论分
析显示,有向图的弱连通性及一种称为平衡图的有向图在系统的稳定性分析中扮演着关键角色.最后,给出了一个
仿真例子对理论结果进行了验证.
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Flocking motion control of flock in directed networks
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Abstract: Flock with double integrator dynamics to achieve flocking motion formation in directed networks is studied
in this paper. A class of decentralized control laws for a flock of mobile agents is proposed. The interaction and/or
communication relationship between agents is modeled by directed graph. In fixed network topology, the topology of
control interconnection is fixed and time invariant. The stability analysis is achieved by using classical LaSalle’s invariant
principle and the analytical techniques of algebraic graph theory, which results in: i) global alignment of their velocity
vectors, ii) convergence of their speeds to a common speed, iii) collisions between interconnected agents avoidance, and
iv) minimization of the potential function of flock. Theoretical analysis show that the weak connectedness of directed graph
and a class of directed graphs, called balanced graphs, play a crucial role in stability analysis. Finally, a simulation example
is given to validate the theoretical results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近几十年来,智能群体 (flock/swarm)的协调控制

问题引起了研究人员的极大关注. 最近在通信, 计
算技术, 以及相关问题在生物学,社会行为学,统计
物理,计算机图形学方面的进展,大大推动了此领域
的研究.研究人员试图弄明白, 自主运动的生物,比
如鸟群、鱼群、人群[1,2]或者是人造自主运动的智能

体 (Agent),怎样才能够在没有集中协调的情况下保
持群集运动 (flocking/swarming)编队.
智能群体群集运动的工程运用包括多小车环境

探测, 运输以及执行军事任务,比如侦查, 监视以及
用无人机 (UAVs)参与作战任务.群集运动是智能群
体通过自组织网络完成协调任务的来自自然界的一

个例子.
1986年, Reynolds[3]提出了一个模仿动物集结的

计算机模型, Reynolds的模型基于如下3条启发式规
则:

1) 分离(separation): 避免与邻近的群成员发生
碰撞.

2) 调整(alignment):试图与邻近的群成员保持速
度匹配.

3) 聚合(cohesion): 试图与邻近的群成员保持接
近.
至于如何解释如上的3条规则可以参考Reynolds

最近的论文[4,5].
最初几个从理论分析的观点研究群集运动的物
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理学家是 Viscek[6], Toner & Tu[7] 和 Shimoyama[8].
Viscek 的工作主要集中在粒子系统的 alignment(非
flocking), Toner & Tu 使用了连续体力学方法. Shi-
moyama提出了一个基于粒子的模型,通过使用完全
的互连网络 (集中式的算法), 可以描述各种形式的
群集行为. 其他的几个连续体模型[9,10]考虑了信息

感知问题.
最近, 群集运动及一致性问题 (consensus prob-

lem/agreement problem) 的研究引起了许多控制科
学家的极大兴趣,包括 Jadbabaie[11], Olfati-Saber &
Murry[12] 就一致性问题在切换网络的有关结果.文
献[11]的结果被 Moreau[13], Ren & Beard[14] 推广到

有向网络. Liu[15] 在智能群体 (swarm) 聚集 (aggre-
gation) 的意义下, 研究了一维异步智能群体在存
在感知信息延迟情形下的稳定性 (cohesiveness), 并
且在聚集过程中避免碰撞. 文献[16]将[15]的结果
推广到M-维空间, 但仅仅局限于固定的通信拓扑.
Tanner[17,18]利用势场法和力学分析技巧, 考虑了具
有固定和动态拓扑的无向网络的智能群体群集运动

控制,并利用代数图论和非平滑分析工具给出了算
法的稳定性分析. Olfati-Saber & Murray[19]基于结构

能量函数和一致性协议提出了无向切换网络的群集

运动控制算法, 并讨论了避障和跟踪问题.俞辉, 王
永骥等[20,21]分别在固定, 动态的网络拓扑, 考虑了
有领航者的情形.
以上所述文献关于智能群体群集运动 (同时

考虑Reynolds模型的3条规则) 控制算法大多是基
于无向网络的[17∼21] (有向网络的特殊情形), 即智
能体之间的通信或相互作用是相互的,双向的. 基
于有向网络对一致性问题的研究[11∼14], 只考虑
了 Reynolds 模型的第2条规则, 即速度匹配 (align-
ment)规则.而在实际运用中,由于各智能体所装配
的传感器特性可能不尽相同, 使得智能体 A 能“看
见” B 但 B 不一定能“看见” A, 从而导致一个更具
有一般性的有向互连 (通信或相互作用)拓扑.所以,
研究基于有向网络的智能群体的群集运动是十分

必要的. 本文基于有向网络, 考虑了智能群体群集
运动 (同时考虑了 Reynolds模型的3条规则)控制问
题. 基于有向信息流, 智能体之间的通信或相互作
用是有向的 (单向,双向并存),智能群体所构成的网
络拓扑可以用有向图 (directed graph)来表示. 通过
引入势场函数 (potential function), 提出了一个分散
控制算法, 使得多智能体在协调运动中同时保持分
离 (separation), 聚合 (cohesion) 及速度匹配 (align-
ment). 利用代数图论以及 LaSalle不变集原理,对算
法进行了稳定性分析,给出了多智能体在有向网络
取得群集运动的充分条件,推广了现有文献的结果.

2 代代代数数数图图图论论论介介介绍绍绍(Introduction to algebraic
graph theory)
在这一部分,介绍一下代数图论 (algebraic graph

theory) 的有关概念和记法, 更详尽的内容请参考
文[22].
设 G = (V, E, A) 是 n 个结点的权重有向图,

A = [aij] 为权重邻接矩阵, 其中对于 ∀i, j ∈ I =
{1, 2, · · · , n} : i 6= j, aij > 0;对 ∀i ∈ I, aii = 0. 结
点 vi 的邻接集合用 Ni 表示,定义为 Ni = {j ∈ I :
aij > 0}. 结点 vi的入度和出度分别定义如下:

degin(vi) =
n∑

j=1

aji,degout(vi) =
n∑

j=1

aij. (1)

对于一般的图, 如果图 G 的邻接矩阵为0-1矩阵,
则 degout(vi) = |Ni|. 图 G 的度矩阵 (degree ma-
trix) 是一个对角矩阵, 表示为 ∆ = ∆[ij], 其
中 ∆ij = 0,∀i 6= j;∆ii = degout(vi). 图 G 的(权
重) Laplacian矩阵定义为

L = L(G) = ∆−A. (2)

由定义可知, Laplacian矩阵有一个属于特征值 λ1 =
0 的右特征向量 ωr = (1, 1, · · · , 1)T. 进一步, n 个

结点的强连通 (strongly connected) 有向图的 Lapla-
cian矩阵满足下面的秩条件:

rank L = n− 1. (3)

一个有向图G称为是强连通的,当且仅当图G的任意

两个不同的结点之间有一条有向道路. 一个有向
图G称为是弱连通的 (weakly connected), 如果对于
图G任意两个不同的结点i, j, i 6= j,存在一个结点集
合{i1 = i, i2, · · · , im = j}定义了一条从 i到 j 的

道路 πi,j = {(i1, i2), (i2, i3), · · · , (im−1, im)} 使
得对所有的 k ∈ {1, 2, · · · ,m − 1}, (ik, ik+1) ∈
E(G)或 (ik+1, ik) ∈ E(G).
注注注 本文假定所有的图至少有两个结点且没有长度

为1的环.

3 智智智能能能群群群体体体群群群集集集运运运动动动控控控制制制(Flocking motion
control of flock)

3.1 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
基于有向网络拓扑 G = (V, E, A),考虑 n个智

能体构成的智能群体,其动态方程如下描述:{
q̇i = pi,

ṗi = ui,
i ∈ I, qi, pi, ui ∈ R2, (4)

其中: qi = (xi, yi)T是智能体i的位置向量, pi =
(ẋi, ẏi)T是速度向量, ui = (uxi

, uyi
)T是控制 (加速

度)输入.
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控制目标是设计分散控制规则使智能群体取得

群集运动.智能体 i的控制输入设计为两个控制项

之和:

ui = ai + αi, i = 1, 2, · · · , n, (5)

第1项 ai 由依赖于智能体 i 与其他智能体的相对

距离的势场函数 Ui 确定, 用于智能体之间的分
离 (separation) 和聚集 (cohesion); 第2项 αi 用于调

整 (alignment)智能体 i的速度向量以使智能群体达

到速度匹配.
定定定义义义 1 如果智能群体 (渐近地)取得相同的速

度向量, 智能体两两之间的距离保持稳定并且没有
碰撞发生,就称智能群体 (渐近地)取得了群集运动.
控制目标就是设计控制输入式(5)以使智能群体

取得定义1意义下的群集运动.
定定定义义义 2 势场函数 Uij 是一个关于智能体 i和

智能体 j 之间相对距离 ‖qj − qi‖可微、非负、无界
的函数,且满足:

1) Uij(‖qj − qi‖) →∞,当 ‖qj − qi‖ → 0;
2) Uij 在某一合乎要求的距离处取得唯一的最

小值.
一个势场函数的例子如下:

Uij(‖qj − qi‖) = c[
d2

‖qj − qi‖2
+ ln(‖qj − qi‖2)],

其中 c > 0, d > 0.

令 ψ(z) = c[
d2

z2
+ ln(z2)], φ(z) =

dψ(z)
dz

=

2c(z2 − d2)
z3

. 可见,势场函数在 ‖qj − qi‖ = d处取

得最小值(见图1). 一个预先设定的值 d称为智能体

之间的平衡距离,智能体之间的距离大于 d,它们会
相互吸引;反之,则会相互排斥.

图 1 势场函数ψ(z)

Fig. 1 Potential function ψ(z)

智能群体的聚集及分离行为通过如上定义的势

场函数来进行调整,智能体i的总势能可用下式表示:

Ui =
∑

j∈Ni

ψ(‖qj − qi‖). (6)

3.2 协协协调调调控控控制制制规规规则则则及及及稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Cooperati-
ve control law and stability analysis)
在固定的网络拓扑 G = (V, E, A),智能体之间

的通信或相互作用是时不变的, 智能体i的控制输

入 ui取为

ui =
∑

j∈Ni

aijφ(‖qj − qi‖)~nij +

c1

∑
j∈Ni

aij(pj − pi), i ∈ I. (7)

其中 c1 > 0, ~nij =
qj − qi

‖qj − qi‖为单位向量.

定定定义义义 3 设G = (V, E, A)是权重有向图, Ẽ 是

将边集 E 中所有边反向后得到的所有反向边的集

合,图 G的镜像图 Ĝ = M(G)是一个无向图 Ĝ =
(V, Ê, Â), 其中 Ê = E

⋃
Ẽ, 对称邻接矩阵 Â =

[âij], âij = âji =
aij + aji

2
> 0.

定定定义义义 4 如果图 G = (V, E, A)的结点 vi 的入

度和出度相等,就称结点 vi 是平衡的. 如果图 G =
(V, E, A) 的所有结点都是平衡的, 就称图 G =
(V, E, A) 是平衡的, 也称图 G = (V, E, A) 为平
衡图.
定定定理理理 1 设 G 是一个有向图, 其邻接矩阵为

A = adj G, Laplacian 矩阵为 L = L(G), 则 L̂ =
L + LT

2
是图Ĝ = M(G) 的一个有效的Laplacian

矩阵当且仅当 G是平衡图.
证证证 因为图G的邻接矩阵A的第j列元素之和

为结点j的入度, 第i行元素之和为结点i的出度, 所
以有L1 = 0; 由定义4有：图G是平衡图, 当且仅
当1TL = 0. 由L1 = 0, 有1TL = 0 ⇔ 1

2
(L +

LT)1 = 0. 因此, G是平衡图, 当且仅当L̂有一个

属于特征值λ = 0的右特征向量1, 即L̂是一个有效

的Laplacian矩阵. 下证L̂是Ĝ = M(G)的Laplacian矩
阵.
先计算出度矩阵∆̂的元素,有

∆̂ii =
∑
j

aij + aji

2
=

1
2
(degout(vi) + degin(vi))=

degout(vi) = ∆ii,

所以, ∆̂ = ∆. 另一方面,有

L̂ =
1
2
(L + LT) = ∆− 1

2
(A + AT) =

∆̂− Â = L(Ĝ),

即L̂是Ĝ = M(G)的Laplacian矩阵. 证毕.
下面的定理是本文的主要结果.
定定定理理理 2 考虑有n个智能体的智能群体, 具有

有向的网络拓扑G = (V, E, A), 每个智能体的动
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态方程由式(4)表示, 且由控制规则式(7)驱动. 如
果G = (V, E, A)是弱连通的平衡图, 则所有智能
体的速度向量渐近地取得一致,智能体间的相对距
离渐近地保持定常, 有邻接关系的智能体之间没有
碰撞发生且闭环系统最终达到所有智能体势场函数

被最小化的理想配置.
证证证 考虑如下的能量函数

U =
n∑

i=1

∑
j∈Ni

ψ(‖qj − qi‖) +
1
2

n∑
i=1

pT
i pi.

定义水平集Ωc = {(‖qj − qi‖, pi)|U 6 c, c > 0}
为智能体间相对距离和速度空间上的紧集. 由连续
性可知, Ωc为闭集. 因为U 6 c,所以ψ(‖qj − qi‖) 6
c, pT

i pi 6 2c. 由ψ(‖qj − qi‖) 6 c且图G是弱连通的,
则存在着R > 0,使得‖qj − qi‖ 6 R. 又pT

i pi 6 2c,
有‖pi‖ 6

√
2c. 从而Ωc为有界闭正向不变集.

求能量函数的时间导数,有

U̇ =
n∑

i=1

[− ∑
j∈Ni

aijp
T
i φ(‖qj − qi‖)~nij + pT

i ui] =

c1

n∑
i=1

pT
i

∑
j∈Ni

aij(pj − pi) = −c1p
T(L⊗ I2)p,

式中⊗表示Kronecker积, p = q̇, q = (qT
1 , qT

2 , · · · ,

qT
n )T.
由定理1,有

U̇ =−c1p
T(L⊗ I2)p = −c1p

T(L̂⊗ I2)p =

−c1

∑
(i,j)∈Ê

âij‖pj − pi‖2 6 0.

由LaSalle不变集原理, 系统从水平集Ωc出发的

任意解将收敛到集合S = {(‖qj−qi‖, pi) ∈ Ωc|U̇ =
0}中的最大不变集,从而得到如下结论:

1) 在集合S中, 由U̇ = 0且图G为弱连通的, 则
有p1 = p2 = · · · = pn,即智能群体速度向量渐进地
取得一致．

2) 所有智能体间相对速度为零, 从而相对距离
保持定常.

3) 有邻接关系的智能体间没有碰撞发生. 如果
有碰撞发生,智能体之间相对距离为零,势场函数的
值将趋于无穷大,与Ωc为有界不变集相矛盾.

4) 所有智能体势场函数将被最小化. 因为在集
合S里, 有ui =

∑
j∈Ni

aijφ(‖qj − qi‖)~nij, i ∈ I , 为智

能体i势场函数的负梯度方向． 证毕.

4 示示示例例例(Example)
通过一个例子用计算机仿真来验证前面的结

果. 考虑10个具有相同2阶动态的智能群体, 其互连
拓扑如图2所示,为弱连通的平衡图. 由图2可知,其
邻接矩阵为A =

»
09×1 E9

1 01×9

–
, 其中, E9为9阶单位阵,

09×1和01×9分别为相应阶数的零矩阵. 势场函数选

为Uij(‖qj − qi‖) = c[
d2

‖qj − qi‖2
+ ln(‖qj − qi‖2)],

其中c = 2, d = 3. 智能体i的控制输入ui中的参

数c1取为1.8. 智能群体中各智能体的初始位置随机
地在[0, 10; 0, 10]的正方形区域内产生,初始速度也
随机地选取任意的方向,大小限制在[0, 1]的范围,用
小箭头表示智能体速度的方向,如图3所示. 图4是系
统在80秒计算机仿真时间内的运动轨迹. 从图中可
以看出,智能群体从随机的初始位置出发, 聚积,最
终保持稳定的相对距离, 且速度趋于一致.图5显示
智能群体速度渐进收敛.

图 2 10个智能体的互连拓扑

Fig. 2 Interconnected topology of 10 agents

图 3 初始状态

Fig. 3 Initial states

图 4 智能体运动轨迹

Fig. 4 Motion trajectories of 10 agents
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图 5 智能体速度收敛

Fig. 5 Agents’ velocities converge

5 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了智能群体基于有向的网络拓扑,通过

相互协调取得群集运动编队. 智能群体的群集运动
要求所有智能体渐进地取得一致的速度向量, 并且
在避免碰撞的前提下保持相对紧凑的编队. 通过设
计分散控制器建立了一个稳定协调的群集运动.这
些分散控制器基于一个有向的通信网络, 智能体之
间的信息传递可以用一个有向图来刻画. 群体运动
的稳定性基于有向网络的平衡性及弱连通性. 本文
中智能群体的群集运动基于固定的时不变的有向拓

扑,动态拓扑情形有待进一步研究.
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