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摘要:利用Lyapunov方法,研究了一类Takagi-Sugeno(T-S)模糊离散广义系统的稳定性问题.给出了该系统一致
正则、因果和稳定的充分条件,并把此条件用线性矩阵不等式(LMI)表示. 通过矩阵分解把广义系统的非严格矩阵
不等式约束转化成严格的矩阵不等式约束,从而可以用LMI工具箱一次判定系统的稳定性,算例说明所给方法使用
方便.
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Abstract: The stability problem was studied for a class of Takagi-Sugeno(T-S) fuzzy discrete descriptor system by

using Lyapunov’s method. The sufficient conditions to test the consistency regularity and causality and stability are given
for the system. The conditions are expressed as linear matrix inequality(LMI). The nonstrict LMI restricted conditions are
transformed into the strict ones by means of the matrix decomposition. Verification of the stability for the system can be
done only once by using LMI Toolbox. A numerical example demonstrates the simplicity of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
众所周知, T-S模糊系统是研究非线性系统的有

效工具. 模糊控制技术已经广泛用于非线性系统的
控制中[1]. 1999年, Taniguchi T等人首次利用Takagi-
Sugeno(T-S)模糊广义系统模型描述非线性广义系
统[2,3]. 但由于这类系统结构相对复杂,有关研究成
果尚在起步阶段. 已有广义系统的结论[4∼9],有时在
模糊广义系统中不成立, 许多结果还需要做进一步
的研究.本文研究了一类T-S模糊离散广义系统的稳
定性问题.利用Lyapunov方法,给出了该系统一致正
则、因果和稳定的充分条件, 并把此条件用线性矩
阵不等式(LMI)来表示. 通过矩阵分解把广义系统的
非严格矩阵不等式约束转化成严格的矩阵不等式约

束, 从而可以用LMI工具箱一次判定系统的稳定性,

算例说明所给方法使用方便.

2 系系系统统统描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识 (System formulation
and preliminaries)
考虑T-S模糊离散广义系统模型,其第i条模糊规

则具有如下形式

Ri :if ξ1 is M1i and ξ2 is M2i · · · and ξp is Mpi,

then Ex(k + 1) = Aix(k), i = 1, 2, · · · , r,
(1)

其中: Mji(j = 1, 2, · · · , p)是模糊集, r是模糊规

则数, x ∈ Rn是状态向量, E和Ai是适当维数的

实常数矩阵; E通常奇异, 即rank E = n1 < n.
假定前件变量ξ1, ξ2, · · · , ξp 是状态变量的函数, 记
ξ = [ξ1, ξ2, · · · , ξp]T. 则由单点模糊化,乘积推理及
加权平均解模糊化的推理方法可得系统的全局模型
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为：

Ex(k + 1) =
r∑

i=1

hi(ξ)Aix(k), (2)

βi(ξ) =
p∏

j=1

Mji(ξj) > 0,

hi(ξ) =
βi(ξ)
r∑

i=1

βi(ξ)
> 0,

r∑
i=1

hi(ξ) = 1,

其中hi(ξ)是规范化隶属函数.
引引引理理理 1[5] 矩阵X的测度µ(X)有下面性质成立:

Re µ(X) 6 µ(X) =
1
2
λmax(X + XT),

其中λmax(·)表示矩阵(·)的最大特征值.

3 稳稳稳定定定判判判据据据 (Stability criteria)
本节考虑系统(2)并做如下定义：
定定定义义义 1 系统(2)是一致正则的, 如果对∀k > 0

行列式det(zE−
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)不恒为零;系统(2)是因

果的,如果它一致正则并且

degz det(zE −
r∑

i=1

hi(ξ)Ai) = rank E, ∀k > 0

成立; 系统(2)是稳定的, 如果它是一致正则并且

σ(E,
r∑

i=1

hi(ξ)Ai) ⊂ D(0, 1), ∀k > 0, 其中D(0, 1)

表示单位圆的开区域

σ(E,
r∑

i=1

hi(ξ)Ai) =

{z|det(zE −
r∑

i=1

hi(ξ)Ai) = 0}.
例例例 1 考虑T-S模糊离散广义系统

Ex(k + 1) =
2∑

i=1

hi(ξ)Aix(k), (3)

其中:

E =

[
1 0
0 0

]
, A1 =

[
0.2 1
0 0.3

]
, A2 =

[
−0.2 4

0 0.3

]
,

规范化隶属函数为:

h1(ξ) =
x2

1(k)
2

,

h2(ξ) = 1− x2
1(k)
2

,

x(k) = [x1(k), x2(k)]T.

由于

det[zE − (h1(ξ)A1 + h2(ξ)A2)]=

−0.3(z − 0.2x2
1(k) + 0.2), (4)

所以, 对于∀k > 0, 式(4)不恒为零, 因此, 系统(3)是
一致正则的;而且由式(4)得到
degz det[zE−(h1(ξ)A1+h2(ξ)A2)]=1=rank E,

∀k>0,

从而,系统(3)是因果的;令

det[zE − (h1(ξ)A1 + h2(ξ)A2)] =

−0.3(z − 0.2x2
1(k) + 0.2) = 0, (5)

得方程(5)的根z = 0.2x2
1(k)− 0.2,按隶属函数要求,

0 < x2
1(k) < 2, ∀k > 0, 知z ∈ D(0, 1), ∀k > 0,

即σ(E, h1(ξ)A1 + h2(ξ)A2) ⊂ D(0, 1), ∀k > 0,所
以系统(3)是稳定的.
定定定义义义 2 一致正则的系统(2)的有穷特征值,

即集合σ(E,
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)中的元素称为有穷模, 共

有degz det(zE−
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)个;动态模有rank E个,

在动态模中除去有穷模余下部分称为无穷模或

非因果模, 非因果模有rank E − degz det(zE −
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)个.

定定定理理理 1 系统(2)是一致正则、因果、稳定的充
分条件是存在共同的非奇异对称矩阵P ∈ Rn×n满

足下面的不等式

ETPE > 0, (6)

(
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)TP (
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)−ETPE <0. (7)

证证证 由于rank E = n1, 所以存在两个可逆矩
阵M1, N1使得

M1EN1 =

[
In1 0
0 0

]
, (8)

相应于式(8)做下面的分解式:

M−T
1 PM−1

1 =

[
P1 P2

PT
2 P3

]
, (9)

M1(
r∑

i=1

hi(ξ)Ai)N1 =

[
Ã1 Ã2

Ã3 Ã4

]
. (10)

由式(6)(8)和(9)可知N−T
1

[
P1 0
0 0

]
N−1

1 > 0. 从而

P1 > 0;由式(6)∼(10)可知

N−T
1

[
ÃT

1 P1Ã1+ÃT
3 PT

2 Ã1+ÃT
1 P2Ã3+ÃT

3 P3Ã3−P1 ÃT
1 P1Ã2+ÃT

3 PT
2 Ã2+ÃT

1 P2Ã4+ÃT
3 P3Ã4

ÃT
2 P1Ã1+ÃT

4 PT
2 Ã1+ÃT

2 P2Ã3+ÃT
4 P3Ã3 ÃT

2 P1Ã2+ÃT
4 PT

2 Ã2+ÃT
2 P2Ã4+ÃT

4 P3Ã4

]
N−1

1 <0,

∀k>0,
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从而

ÃT
2 P1Ã2 + [ÃT

2 P2Ã4 +
1
2
ÃT

4 P3Ã4]+

[ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4]T < 0, ∀k > 0,

由于P1 > 0,所以

[ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4]+

[ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4]T < 0, ∀k > 0.

由引理1,

Re[ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4] 6
1
2
λmax{[ÃT

2 P2Ã4 +
1
2
ÃT

4 P3Ã4]T+

[ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4]} < 0, ∀k > 0,

因此, 矩阵ÃT
2 P2Ã4 +

1
2
ÃT

4 P3Ã4对于∀k > 0可逆,

进而矩阵Ã4对于∀k > 0可逆, 知系统(2)是一致正
则,因果的.
对于一致正则、因果的系统(2),总存在非奇异

的矩阵M2, N2使得:



M2EN2 =

[
In1 0
0 0

]
,

M2(
r∑

i=1
hi(ξ)Ai)N2 =

[
Ā1 0
0 In2

]
,

(11)

其中Ā1 ∈ Rn1×n1与隶属函数有关, 并且n1 +
n2 = n. 相应于式(11), 做分解M−T

2 PM−1
2 =[

P11 P12

PT
12 P22

]
,与上边的讨论相似,可得P11 >0,并且

N−T
2

[
ĀT

1 P11Ā1−P11 ĀT
1 P12

PT
12Ā1 P22

]
N−1

2 <0, ∀k > 0.

(12)
由式(12)可知ĀT

1 P11Ā1 − P11 < 0, ∀k > 0, 从
而P11 > 0. 事实上, 假设P11不满秩, 则存在向
量x1 6= 0使得xT

1 P11x1 = 0,则

xT
1 (ĀT

1 P11Ā1 − P11)x1 =

xT
1 ĀT

1 P11Ā1x1 − xT
1 P11x1 =

(Ā1x1)TP11(Ā1x1) > 0

与ĀT
1 P11Ā1 − P11 < 0矛盾. 由Lyapunov稳定性理

论,有σ(Ā1) ⊂ D(0, 1), ∀k > 0,其中

σ(Ā1) = {z| det(zIn1 − Ā1) = 0}.

由式(11)有

det(zE −
r∑

i=1
hi(ξ)Ai) =

det M−1
2 det(−In2) det(zIn1 − Ā1) det N−1

2 ,

σ(E,
r∑

i=1
hi(ξ)Ai) = σ(Ā1) ⊂ D(0, 1), ∀k > 0,

因此系统(2)稳定.
定定定理理理 2 系统(2)是一致正则、因果、稳定的

充分条件是存在共同的非奇异对称矩阵P =(
P11 P12

PT
12 P22

)
∈ Rn×n , 其中P11 ∈ Rn1×n1正定,

P22 ∈ R(n−n1)×(n−n1)非奇异,满足下面的不等式

ETPE > 0, (13)

AT
i PAi − ETPE < 0, i = 1, 2, · · · , r, (14)

AT
i PAj + AT

j PAi − 2ETPE < 0, i < j. (15)
证证证 由式(14)(15)有

(
r∑

i=1
hi(ξ(t))Ai)TP (

r∑
i=1

hi(ξ(t))Ai)− ETPE =

r∑
i=1

h2
i (ξ)[AT

i PAi − ETPE]+

∑
i<j

hi(ξ)hj(ξ)[AT
i PAj + AT

j PAi − 2ETPE] < 0,

∀k > 0.

由定理1知系统(2)一致正则、因果和稳定的.
由于rank E = n1, 不失一般性, 设E =(

In1 0
0 0

)
,则有下面定理成立.

定定定理理理 3 系统(2)是一致正则、因果、稳定的
充分条件是存在共同的非奇异对称矩阵P =(

P11 P12

P T
12 P22

)
∈ Rn×n , 其中, P11 ∈ Rn1×n1正

定, P22 ∈ R(n−n1)×(n−n1)非奇异, 满足下面的不
等式(14)和(15)成立.
注注注 1 矩阵不等式(14)和(15)是线性矩阵不等式,可以

用LMI工具箱方便的判定系统的一致正则,因果以及稳定.

注注注 2 当E满秩时, P是正定矩阵, 这时文献[10]中的

引理4.1成立,从而本文定理3的结果即是文献[10]中Tanaka

K和Sugeno M提出的著名的稳定性判别定理4.2的结果,即

定理3把文献[10]中稳定性判别定理推广到了T-S模糊广义

系统上.

例例例 2 考虑T-S模糊离散广义系统

Ex(k + 1) =
2∑

i=1
hi(ξ)Aix(k), (16)
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其中:

E =

[
1 0
0 0

]
, A1 =

[
12.9 16.8
13.2 16.1

]
,

A2 =

[
13.9 14.1
12.8 13.1

]
,

规范化隶属函数h1(ξ) =
x2

1(k)
2

, h2(ξ)=1−x2
1(k)
2

,

x(k) = [x1(k), x2(k)]T.
利用LMI 工具箱, 可得矩阵不等式(14)和(15)

的可行解P =

[
36.7108 −25.7373

−25.7373 − 6.8369

]
,根据定理3

知系统(16)一致正则、因果、稳定.
4 结结结束束束语语语 (Conclusion)
本文给出了判别T-S模糊离散广义系统一致正

则、因果的充分条件.把文献[10]中正常T-S模糊系
统的稳定性判别定理推广到了T-S模糊离散广义
系统上. 并且用算例说明所给定理有效性.
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