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摘要:提出了一种利用对称多项式简化求解逆变器选择性消谐多项式的方法. 基于余式理论求解逆变器选择性
消谐多项式方程组,会出现当要求解多个开关角时,多项式方程的次数较高、计算工作量大的问题.为此,本文首先
利用对称多项式理论降低该多项式方程组的次数,然后利用吴方法及置换法求解多项式方程组,结果表明,最后只
需计算一些代数表达式就可得到选择性消谐多项式方程组的所有解,大大减少了计算量,提高了在线计算的速度.
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Solving selective harmonic elimination polynomials of inverters using
the theory of symmetric polynomials and Wu method
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Abstract: A method is presented to simplify solving the selective harmonic elimination (SHE) polynomials by using
the theory of symmetric polynomials in this paper. A difficulty with the method of resultant theory is that the degrees of
polynomials are quite high when there are several angles to be solved, which aggravates the computational burden of their
resultant polynomials. The theory of symmetric polynomials is applied to reduce the degrees of polynomial equations and
solve the polynomial equations by Wu method and permutation method. The results show that all possible solutions of SHE
equations can be obtained by only solving some algebraic expressions, which reduces the computational burden greatly and
improves the calculation speed on-line.
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1 引引引言言言(Introduction)
逆变器选择性消谐技术(SHE技术)应用的最大

障碍在于消谐模型的求解困难[1]. 由于消谐模型为
非线性方程组,且为超越方程,通常都是采用牛顿法
来求解, 但由于牛顿法具有局部收敛的性质, 需要
先找到与准确值较为接近的初值,否则迭代将不收
敛,这往往是非常困难和费时的,而且不利于在线计
算、实时控制.
文献[2]利用余式理论将选择性消谐方程组转换

为多项式方程组, 然后利用余式定理解出多项式方
程组的全部解.但是,多项式方程组的次数随着开关
角个数的增加而增加, 受现有的计算机代数工具计
算能力的限制,多项式方程组用余式定理很难求解.
本文提出了一种利用对称多项式理论和吴方法相结

合求解选择性消谐方程组的算法. 该算法首先利用

对称多项式理论将多项式方程组的次数降低, 即将
多项式方程组转化为以初等对称多项式为变元的多

项式方程组, 再利用吴方法及置换法求解多项式方
程组, 最后只需计算一些代数表达式就可以求出消
谐模型的所有解.

2 选选选择择择性性性消消消谐谐谐多多多项项项式式式方方方程程程组组组(Polynomial
equations of SHE technique)
SHE技术为了减小谐波和便于求解,总是使设计

的逆变器输出波形对称, 即使其以π为半波奇对称,
以π/2为偶对称, 则可根据傅里叶分析求出谐波幅
值与输出波形开关角的函数关系, 此就为SHE消谐
模型. 本文以常用的全桥电压型逆变器(图1)为研究
对象,根据逆变器输出波形要求,计算出对应逆变器
的控制开关角, 控制开关S1,S4,S2,S3轮流工作,达到
逆变器的输出波形中不含拟消除次数谐波的目的.
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对应于单极性控制,图1全桥式逆变器的输出电
压波形如图2所示,利用傅立叶分析可得输出电压表
达式为

V (ωt) =
∞∑

k=1,3,5,···

4Vdc

kπ
[

M∑
j=1

(−1)j cos(kθj)] sin(kωt), (1)

其中: 0 < θ1 < θ2 < · · · < θM < π/2, ak为k次谐

波的幅值.

图 1 全桥式逆变器主电路

Fig. 1 Main circuit of full-bridge inverters

图 2 单极性逆变器输出电压波形

Fig. 2 Output voltage waveform of unipolar inverters

令基波幅值为V1,要消去的谐波的幅值为零,求
出满足0 < θ1 < θ2 < · · · < θM < π/2的开关角组
即可实现消除特定谐波.
各次谐波的幅值为

ak =
4
kπ

[
M∑

j=1

(−1)j cos(kθj)], k = 1, 3, 5, · · · . (2)

当M = 3时,由式(2)有:



cos θ1 − cos θ2 + cos θ3 = b,

cos(5θ1)− cos(5θ2) + cos(5θ3) = 0,

cos(7θ1)− cos(7θ2) + cos(7θ3) = 0,

(3)

其中 b = V1/(4Vdc/π).
规定当 cos(kθi)的系数为+1时, 令 θ′i = θi; 而

当 cos(kθi)的系数为−1时,令 θ′i = π − θi. 令 x1 =
cos θ′1, x2 = cos θ′2, x3 = cos θ′3, 则消谐模型
式(3)转换成多项式方程组为



p1(x)=x1 + x2 + x3 − b = 0,

p5(x)=
3∑

i=1

(5xi − 20x3
i + 16x5

i ) = 0,

p7(x)=
3∑

i=1

(−7xi+56x3
i−112x5

i +64x7
i )=0,

(4)

其中 0 6 x3 6 −x2 6 x1 6 1.

由式(4)可见, 消除5, 7次谐波, 其对应多项式的

最高次数就达到7次, 分析表明, 多项式的最高次数

与需消除的最高谐波次数相同,因而求解十分困难.

3 对对对称称称多多多项项项式式式 (Symmetric polynomials)
3.1 对对对称称称多多多项项项式式式的的的概概概念念念[3](Concept of sym-

metric polynomials)
定定定义义义 1 若数域P上的n元多项式f(x1, · · · ,

xn)任意交换两个变量时均保持不变, 则称f为数

域P上的n元对称多项式.
例例例 1

f(x1, x2, x3) =

x2
1x2 + x2

2x3 + x2
3x1 + x2

1x3 + x2
2x1 + x2

3x2.

x1, x2, x3中任意两个变量互换时, f(x1, x2, x3)
都不变,故其是对称多项式.

例例例 2

f(x1, x2, x3) = x1x2 − x1x3 + x2x3.

将x1和x2互换时,得

f(x2, x1, x3) = x1x2 − x2x3 + x1x3 6= f(x1, x2, x3),

故其不是对称多项式.

例例例 3
n个n元多项式:



m1 = x1 + x2 + · · ·+ xn,

m2 = x1x2 + · · ·+ xn−1xn,

...

mn−1 = x1 · · ·xn−1 + · · ·+ x2 · · ·xn,

mn = x1 · · ·xn,

(5)

其中每个mk (k = 1, 2, · · · , n)是所有可能的k个

不同的xi的乘积之和, 是n元k次齐次多项式. 显

然, m1,m2, · · · ,mn都是x1, x2, · · · , xn的对称多项

式. 这n个对称多项式称为初等对称多项式.

3.2 对对对称称称多多多项项项式式式的的的基基基本本本定定定理理理(Basic theorem
of symmetric polynomials)
定定定理理理 1 数域p上的每个对称多项式f(x1, · · · ,

xn)都可以表示成初等对称多项式m1,m2, · · · ,mn

的多项式: f(x1, · · · , xn) = g(m1,m2, · · · ,mn),

且g唯一.
文献[4]中已证明了任意n元对称多项式都可

由n元初等对称多项式经加、减、乘运算得到. 这

里不赘述.
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3.3 消消消谐谐谐多多多项项项式式式方方方程程程组组组的的的转转转化化化(Transform of
SHE polynomial equations)
根据上述对称多项式的定义和定理可知,

式(4)中的多项式p1(x), p5(x), p7(x)为3元对称多项
式,可以表示成3元初等对称多项式m1,m2,m3的多

项式. 其中3元初等对称多项式为:



m1 = x1 + x2 + x3,

m2 = x1x2 + x1x3 + x2x3,

m3 = x1x2x3,

(6)

其中由0 6 x3 6 −x2 6 x1 6 1得: m1 > 0,m2 6
0,m3 6 0. 消谐多项式方程组(4)转化为初等对称多
项式m1,m2,m3的多项式(这可由Mathematica数学
软件完成):




p1(m)=m1 − b,

p5(m)=5m1 − 20m3
1 + 16m5

1 + 60m1m2−
80m3

1m2 + 80m1m
2
2 − 60m3+

80m2
1m3 − 80m2m3,

p7(m)=−7m1 + 56m3
1 − 112m5

1 + 64m7
1−

168m1m2+560m3
1m2−448m3

1m2−
560m1m

2
2+896m3

1m
2
2−448m1m

3
2+

168m3−560m2
1m3+448m4

1m3+

560m2m3−1344m2
1m2m3+

448m2
2m3 + 448m1m

2
3,

(7)

其中m = (m1,m2,m3).
4 消消消谐谐谐多多多项项项式式式方方方程程程组组组的的的求求求解解解(Solving the

SHE polynomial equations)
4.1 消消消 谐谐谐 多多多 项项项 式式式 方方方 程程程 组组组 的的的 吴吴吴 方方方 法法法 求求求

解解解(Solving the SHE polynomial equations
by Wu method)
首先, 用吴方法[5]求解多项式方程组(7), 得到其

三角化特征列为



rq5,q7(m2) =

− b× (−1575 + 9800b2 − 24080b4+

28160b6 − 15360b8 + 3072b10 − 10500m2+

56000b2m2 − 103040b4m2 + 78080b6m2−
20480b8m2 − 19600m2

2 + 89600b2m2
2−

116480b4m2
2 + 46080b6m2

2 − 11200m3
2+

44800b2m3
2 − 35840b4m3

2),

q5(m2,m3) =

5b− 20b3 + 16b5 + 60bm2 − 80b3m2+

80bm2
2 − 60m3 + 80b2m3 − 80m2m3,

p1(m) = m1 − b.

(8)

然后,用吴方法求解式(6),得到其三角化特征列
为 




r(x3) = m3 −m2m3 + m1m
2
3 −m3

3,

r(x2, x3) = m2 −m1m2 + x2
2 −m1x3+

x2x3 + x2
3,

r(x1, x2, x3) = m1 − x1 − x2 − x3.

(9)

依据3.3节消谐多项式方程组的转化结果可知,
求解消谐多项式方程组的步骤为:

1)计算式(8)中m1,m2,m3的所有解;
2)计算式(9)中x1, x2, x3的所有解.

4.2 三三三次次次方方方程程程的的的置置置换换换法法法求求求解解解(Solving the 3rd
order equation by Permutation method)
根据上述求解消谐多项式方程组的步骤可知,

求解的关键是求出式(8)中三次方程式rq5,q7(m2) =
0的根{m2i}i=1,2,3 以及式(9)中r(x3) = 0的根{x3i}.
对于一般的三次方程,根的求解有一定的难度,而用
置换法[6]求解三次方程x3 + px2 + qx + r = 0,得其
根: 




x1 = (−p + ϕ1 + ϕ2)/3,

x2 = (−p + ω2ϕ1 + ωϕ2)/3,

x3 = (−p + ωϕ1 + ω2ϕ2)/3,

(10)

其中:

ω = −1
2

+
√

3
2

i,

ω2 = −1
2
−
√

3
2

i,

ϕ1, ϕ2 = {1
2
[(−2p3 + 9pq − 27r)±

√
(−2p3+9pq−27r)2−4(p2−3q)3]}1/3,

(其中ϕ1相当于平方根取正号, ϕ2相当于取负号).
因而, 将式(8)中的rq5,q7(m2) = 0化成三次方

程x3 + px2 + qx + r = 0的标准形式,则:



a = −11200 + 44800b2 − 35840b4,

p = (−19600 + 89600b2 − 116480b4+

46080b6)/a,

q = (−10500 + 56000b2 − 103040b4+

78080b6 − 20480b8)/a,

r = (−1575 + 9800b2 − 24080b4+

28160b6 − 15360b8 + 3072b10)/a.

(11)

将式(9)中r(x3) = 0化成三次方程x3 + px2 +
qx + r = 0的标准形式,则:

p = −m1, q = m2, r = −m3. (12)
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4.3 消消消谐谐谐多多多项项项式式式方方方程程程组组组的的的求求求解解解流流流程程程(Proced-
ure of solving SHE polynomial equations)
由吴方法和置换法的求解可知,消谐多项式方程

组的整个求解流程:
1) 将式(11)代入式(10)求rq5,q7(m2) = 0的全部

根: {m2i}i=1,2,3;
2) 将{m2i}i=1,2,3代入式(8)求q5(m2,m3) = 0的

根m3i; 则根据条件m1 > 0,m2 6 0,m3 6
0 得出式(8)的全部可行解: (m1,m2,m3) =
(b,m2i,m3i)i=1,2,3;

3) 由(m1,m2,m3) = (b,m2i,m3i)i=1,2,3代入

式(9)后, 将式(12)代入式(10)并求r(x3) = 0的根
为{x3i}i=1,2,3;

4) 将{x3i}i=1,2,3代入并求r(x2, x3) = 0的根
为{x2j}j=1,2;

5) 将{x2j, x3i}i=1,2,3;j=1,2代 入 并 求r(x1, x2,

x3) = 0的根为x1j .
因此, 只需计算一些代数表达式就得到式(4)的

所有解: (x1, x2, x3) = (x1j, x2j, x3i), i = 1, 2, 3;
j = 1, 2,再根据条件0 6 x3 6 −x2 6 x1 6 1得出
式(4)的所有可行解.

5 实实实际际际结结结果果果分分分析析析 (Analysis of illustration’s re-
sults)
根据4.3节介绍的消谐多项式方程组(4)的求解流

程, 可解出式(4)对于不同b时的全部可行解. 图3所
示为计算得出的单极性逆变器时开关角与b的轨

迹图, 由图可知: b在(0 0.52)之间时方程组(4)只有
一组解; b在[0.52 0.91] 之间时方程组(4)有两组解;
b在(0.91 0.93)之间时方程组(4)也只有一组解.

图 3 单极性逆变器M = 3时开关角与b的轨迹图

Fig. 3 Switching angles vs. b at M = 3 for unipolar inverters

选择哪组解更优取决于逆变器输出电压总的谐

波畸变.定义总谐波电压畸变率THD为

THD =
1
a1

√
∞∑

k=2

a2
k, (13)

式中ak为各次谐波幅值系数; a1为基波幅值.由于所
求解的多项式方程组是消除5, 7次谐波的, 因而主
要考虑11, 13次谐波对总谐波的影响, 只计11, 13次
谐波, 因此THD =

√
a2

11 + a2
13/a1. 可得两组解

的THD 随着b的变化规律如图4所示. 由图4可知两
组解的THD几乎相等.
以图1为控制对象, 以开关角的第一组解为控

制策略, 图5所示为Vdc = 100 V, b = 0.8 × π/4,
f = 50 Hz即调制比为0.8时S1的开关信号和输出电

压vab的仿真波形. 输出电压vab的傅立叶频谱分析

如图6所示.

图 4
q

a2
11 + a2

13/a1随b的变化规律

Fig. 4
q

a2
11 + a2

13/a1vs. b of each set of solutions

图 5 b = 0.8π/4, f = 50 Hz时S1的信号和vab的仿真波形

Fig. 5 Simulation waveforms of S1 and vab at

b = 0.8π/4, f = 50 Hz

图 6 输出电压vab的傅立叶频谱分析

Fig. 6 FFT analysis of output voltage vab
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从图6中可看出输出电压的第5、第7次谐波的幅
值基本上为零. 由于本算例是以单相系统为控制对
象,选择消除第5、第7次谐波时3次及3的倍数次谐波
依然存在. 而实际应用一般考虑三相系统,当本算例
用于三相系统时, 3次及3的倍数次谐波自然消除,故
不需考虑选择消除第3次谐波.

6 结结结论论论(Conclusions)
根据对称多项式理论,将消谐多项式方程组表示

成初等对称多项式的多项式方程组大大降低了消谐

多项式方程组的次数, 有利于降低消谐多项式方程
组的求解难度. 3个开关角的消谐多项式的求解流程
和结果表明, 只需计算一些代数表达式就可得到选
择性消谐多项式方程组的所有解, 大大减少了计算
量,提高了在线计算的速度.
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