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摘要:利用极小泛函方法研究Petrowsky系统的控制问题.通过构造下半连续,严格凸的强制的泛函,把能控性问
题,近似能控性问题转化为求泛函极小值存在的问题,从而得到了一些能控制性理论的充分必要条件,这些结果是
采用了极小泛函方法得到的,改进了利用乘子方法得到的结果.
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Abstract: The interior controllability of Petrowsky equation in a bounded domain is studied in this paper. By construct-
ing functionals which are low-semi-continuous, strictly convex and coercive, some necessary and sufficient conditions are
obtained to guarantee the controllability and the approximate controllability, which are more direct than what are obtained
by the multiplier method.
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1 引引引言言言(Introduction)
这一部分讨论在适当的函数空间中Petrowsky系

统的控制问题



d2

dt2
u(x, t)+∆2u(x, t)=f(x, t)|ω, (x, t)∈Ω×R+,

u(x, t) = ∆u(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω ×R+,
(1)

满足任意给定的初值

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω. (2)

Ω表示RN中有界的、单连通的开子集, 具有足
够光滑的边界∂Ω. ω ⊂ Ω是一个开的非空子

集. υ(x, t)表示边界上点(x, t)处的单位外法向量,
用Hm(Ω)m > 0, 表示Sobolev空间, u(x, t)是状态
变量, f(x, t) 是分布参数控制函数并且f的支集

在ω中. 通过在ω 上施加控制来改变系统的动态

行为.
弹性梁和杆的振动问题在工程上有非常广泛而

且实际的应用. 其中Petrowsky系统是一类非常重要

的物理系统,一维Petrowsky系统描述了弹性梁和杆
的振动, 例如桥梁的振动等. 所以Petrowsky系统的
控制问题具有非常重要的实际应用意义, 有
关Petrowsky系统更具体的物理背景参看文[1∼4].
类似的, 章春国、赵宏亮、刘康生[5]利用算子半群

方法研究了关于非均质弹性Timoshenko梁的振动
问题; 刘康生[6,7]利用乘子技巧和算子半群方法研

究了包含Petrowsky系统的广义系统的控制问题.虽
然Petrowsky系统是文[6,7]中所研究的系统的特例之
一,但与文[6,7]所采用的方法不同,本文是利用变分
方法,极小泛函理论特别地研究此类Petrowsky系统
的能控制性问题.
由经典的微分方程解的存在唯一性理论可以知

道:
引引引理理理 1.1[8](解的存在唯一性) 对任意的f ∈

L2((0, T );ω)以及(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω) × L2(Ω) 方

程(1)(2)有唯一的弱解:

(u, ut) ∈ C((0, T );H2
0 (Ω)× L2(Ω)),
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并且

(u, ut) = S(t)(u0, u1) +
w t

0
S(t− τ)f(t)dτ.

这里S(t)是算子−∆2在空间H2
0 (Ω)× L2(Ω)中生成

的C0-半群,而且如果

f ∈ W 2,1((0, T );L2(Ω)),

方程(1)(2)有唯一强解:

(u, ut) ∈ C1([0, T ];H2
0 (Ω)× L2(Ω)),

∩C([0, T ]; [H4(Ω) ∩H2
0 (Ω)]×H2

0 (Ω)).

在讨论系统(1)(2)的控制问题之前给出一些术语
和特定的表示方法.
能能能达达达集集集[9] 令T > 0, 对所有初值(u0, u1) ∈

H2
0 (Ω)× L2(Ω),定义系统(1)(2)的能达集:

R(T ; (u0, u1)) = {(u(T ), ut(T ))|(u(t), ut(t))是系
统(1)(2)的解}，

显然, R(T ; (u0, u1))是空间H2
0 (Ω) × L2(Ω)的闭凸

子集.
对于有限维控制系统来说, 精确能控性一般是

可以得到的, 但是对于无穷维控制系统一般不能
得到精确能控, 这是由于能控性是与底空间Ω和ω

的几何状态得到近似能控性. 在讨论问题之前, 依
文[4,9]给出以下几个定义:
定定定义义义 1(精确能控性) 给定T > 0, 任意初始

状态(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω) × L2(Ω), 如果系统的能达

集R(T ; (u0, u1)) = H2
0 (Ω)×L2(Ω),称系统(1)(2)是

精确能控的.
定定定义义义 2(近似能控性) 给定T > 0, 任意初始

状态(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω) × L2(Ω), 如果系统的能达

集R(T ; (u0, u1))在H2
0 (Ω) × L2(Ω)中是稠密的,称

系统(1)(2)是近似能控的.
定定定义义义 3(零能控) 给定给定T > 0, 任意初始

状态(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω) × L2(Ω), 如果系统的能达

集R(T ; (u0, u1)) 只包含零元素, 称系统(1)(2)是零
能控的.
注注注 1 由于系统(1)(2)是线性的而且是时间可逆的,所

以精确能控性等价于零能控性.

注注注 2 由于R(T ; (u0, u1))=R(T ; (0, 0))+S(t)(u0, u1),

所以对于精确能控和近似能控只要考虑初始状态为这种情

况就足够了.

2 极极极小小小泛泛泛函函函方方方法法法, 精精精确确确能能能控控控性性性与与与能能能观观观
性性性(Functional approach, exact controllability
and observability)
这一节利用极小泛函方法得到系统(1)(2)精

确能控的一些充分必要条件. 用〈·, ·〉2,−2表示空

间H2
0 (Ω)和对偶空间H−2(Ω) 的对偶积[10]. 对任

意的(ϕ0
T , ϕ1

T ) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω),考虑以下方程:



d2

dt2
ϕ(x, t)+∆2ϕ(x, t)=0, (x, t)∈Ω×R+,

ϕ(x, t) = ∆ϕ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×R+,

ϕ(x, T ) = ϕ0
T , ϕt(x, T ) = ϕ1

T , x ∈ Ω.

(3)

令(ϕ(t), ϕt(t)) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω)是(3)唯一弱解.
引引引理理理 2.1 f ∈ C∞

0 ((0, T );ω) 能够在T时刻把

系统(1)(2)的解控制到零当且仅当以下条件成立:w T

0

w
ω

ϕfdxdt = 〈ϕt(0), u0〉2,−2−
w

Ω
ϕ(0)u1dx.

(4)
证证证 由稠密性条件只需对任意(u0, u1) ∈

C∞
0 (Ω) × C∞

0 (Ω), f ∈ C∞
0 ((0, T );ω)讨论即可.令

分别是系统(1) (2)和(3)的足够正则的解. 在式(1)的
第1个方程两端乘以ϕ,分部积分得到w T

0

w
ω

ϕfdxdt =
w T

0

w
ω

ϕ(utt + ∆2u)dxdt =
w

Ω
[ϕut − ϕtu]T0 dx +

w T

0

w
ω

u(ϕtt + ∆2ϕ)dxdt =
w

Ω
[ϕ0

T ut(T )−ϕ1
T u(T )]dx−

w
Ω
[ϕ(0)u1−ϕt(0)u0]dx.

在上式中利用稠密性条件, 取极限, 对所有
的(u0, u1) ∈ H2

0 (Ω)× L2(Ω), (ϕ0
T , ϕ1

T ) ∈ L2(Ω)×
H−2(Ω)有以下式子成立w T

0

w
ω

ϕfdxdt=−〈ϕ1
T , u(T )〉2,−2+

w
Ω

ϕ0
T ut(T )dx+

〈ϕt(0), u0〉2,−2−
w

Ω
ϕ(0)u1dx. (5)

由式(5)立即得式(4)成立当且仅当(u0, u1)在T时刻

可以被控制到零, 控制函数是f . 可以定义对偶空
间L2(Ω) × H−2(Ω)与H2

0 (Ω) × L2(Ω)之间的对偶
积如下:

〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉 = 〈ϕ1, u0〉2,−2 −
w

Ω
ϕ0u1dx,

∀(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω),

(u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)× L2(Ω).

定义映射Λ : (ϕ0, ϕ1) 7→ 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉, 由文
献[9]知如此定义的映射Λ是线性有界的,所以是连
续的,并且其范数‖Λ‖ = ‖(u0, u1)‖H2

0 (Ω)×L2(Ω).
另一方面,对任意(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω)考

虑以下方程



d2

dt2
ϕ(x, t)+∆2ϕ(x, t)=0, (x, t)∈Ω×R+,

ϕ(x, t) = ∆ϕ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω ×R+,

ϕ(x, 0) = ϕ0, ϕt(x, 0) = ϕ1, x ∈ Ω.

(6)

令(ϕ(t), ϕt(t)) ∈ L2(Ω) × H−2(Ω)是(3)唯一弱解.
依文献[8]有估计

‖ϕ(t)‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ϕt(t)‖2

L∞(0,T ;H−2(Ω)) 6
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‖(ϕ0, ϕ1)‖2
L2(Ω)×H−2(Ω). (7)

最后由椭圆方程正则性理论知道算子−∆2 在空间

H2
0 (Ω) × L2(Ω)中生成一个等距的群, 因此引
理2.1可以描述为:
引引引理理理 2.2 任意的初始状态(u0, u1) ∈ H2

0 (Ω) ×
L2(Ω)能够在T时刻能被控制到零当且仅当以下条

件成立:w T

0

w
ω

ϕfdxdt = 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉. (8)

这里ϕ是(6)以(ϕ0, ϕ1)为初始条件的解. 由泛函
极值的必要性条件,式(8)可以看作是某一泛函的极
值存在的必要条件.定义泛函

J : L2(Ω)×H−2(Ω) → R,

(ϕ0, ϕ1)=
1
2

w T

0

w
ω
|ϕ|2dxdt+〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉,

这里ϕ是(6)以(ϕ0, ϕ1)为初始条件的解.
引引引理理理 2.3[11] 设H是一个自反的Banach空间,

K是H的一个闭凸子集,映射h是具有这样的性质:
1) h是凸的;
2) h是下半连续的;
3)如果h是无界的,则h是强制的,即:

lim
‖x‖→∞

h(x) = ∞,

那么h在H中可以取得最小值. 即存在唯一
的x0 ∈ K使得h(x0) = min

x∈K
h(x) .

利用定理2.3, 可以得到系统(1)(2)精确能控的充
分条件.首先,根据文献[4]定义对偶系统的能观性概
念:
定定定义义义 4 对偶系统(6)在T时刻是能观的,如果存

在一个正数C,使得下面不等式成立w T

0

w
ω
|ϕ|2dxdt > C‖(ϕ0, ϕ1)‖2

L2(Ω)×H−2(Ω),

∀(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω), (9)

ϕ是(6)以(ϕ0, ϕ1)为初始条件的解. 不等式(9)称为能
观性不等式.
定定定理理理 2.1[12] 对任意的初始状态(u0, u1), 假

设(9)成立则泛函J有唯一最小极值点(ϕ̂0, ϕ̂1) ∈
L2(Ω)×H−2(Ω).
证证证 首先J是连续的, 因而J是下半连续的. 其

次J是严格凸的. 事实上对任意的(ψ0, ψ1) ∈
L2(Ω)×H−2(Ω),∀λ ∈ (0, 1),有

J(λ(ϕ0, ϕ1) + (1− λ)(ψ0 − ψ1)) =

λJ(ϕ0, ϕ1) + (1− λ)J(ψ0 − ψ1)−
λ(1− λ)

2

w T

0

w
Ω
|ϕ− ψ|2dxdt, (10)

又由式(9)w T

0

w
ω
|ϕ− ψ|2dxdt >

C‖(ϕ0, ϕ1)− (ψ0 − ψ1)‖2
L2(Ω)×H−2(Ω),

所以对任意(ϕ0, ϕ1) 6= (ψ0, ψ1)有

J(λ(ϕ0, ϕ1) + (1− λ)(ψ0 − ψ1)) <

J(ϕ0, ϕ1) + (1− λ)J(ψ0 − ψ1).

最后J是强制的,事实上:

J(ϕ0, ϕ1) >
1
2

w T

0

w
ω
|ϕ|2dxdt−

‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)‖(u0, u1)‖H2
0 (Ω)×L2(Ω) >

C

2
‖(ϕ0, ϕ1)‖2

L2(Ω)×H−2(Ω) −
‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)‖(u0, u1)‖H2

0 (Ω)×L2(Ω),

因此 lim‖(ϕ0,ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)
J(ϕ0, ϕ1) = ∞.

利用引理2.3得到J具有唯一的极小值点(ϕ̂0, ϕ̂1)
∈ L2(Ω)×H−2(Ω).
定定定 理理理 2.2 对 任 意 的 初 始 状 态(u0, u1) ∈

H2
0 (Ω)×L2(Ω),若(ϕ̂0, ϕ̂1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω)是J

的唯一的极小值点,令ϕ̂是方程(6)以(ϕ̂0, ϕ̂1)为初值
的解. 那么f = ϕ̂|ω就是把(u0, u1)在T 时刻控制到

零的一个控制.
证证证 J在(ϕ̂0, ϕ̂1)点取得极小值, 那么对任意

的(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω)有

0 = lim
ξ→0

1
ξ
[J((ϕ̂0, ϕ̂1) + ξ(ϕ0, ϕ1))− J(ϕ̂0, ϕ̂1)] =

w T

0

w
Ω

ϕ̂ϕdxdt− 〈ϕ1, u0〉2,−2 +
w

Ω
ϕ0u1dx.

再由引理2.1∼2.3及定理2.1可以得到的结论.
注注注 3 f = ϕ̂|ω是由极小泛函得到的控能量最优

的控制, 即假设g ∈ L2((0, T ); ω)是另外一个控制可以

把(u0, u1)在T时刻控制到零,则

‖f‖L2((0,T );ω) 6 ‖g‖L2((0,T );ω).

事实上,若(ϕ̂0, ϕ̂1)是泛函的极小值点. 由式(8)得:

‖f‖2L2((0,T );ω) =
w T

0

w
Ω
|ϕ̂|2 =〈ϕ1, u0〉2,−2−

w
Ω

ϕ0u1dx.

(11)
另一方面,由g是另外一个可以使(u0, u1)在T时刻控制

到零的控制,由式(8)可得
w T

0

w
Ω

ϕ̂gdxdt = 〈ϕ1, u0〉2,−2 −
w

Ω
ϕ0u1dx. (12)

由(10)(11)得到

‖f‖2L2((0,T );ω) = 〈ϕ1, u0〉2,−2 −
w

Ω
ϕ0u1dx =

w T

0

w
Ω

ϕ̂gdxdt 6 ‖ϕ̂‖L2((0,T );ω)‖g‖L2((0,T );ω) =

‖f‖L2((0,T );ω)‖g‖L2((0,T );ω).
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3 近近近似似似能能能控控控性性性(Approximate controllability)
这一部分考虑系统(1)(2)的近似能控性,任给ε >

0, (u0, u1), (u0
d, u

1
d) ∈ H2

0 (Ω) × L2(Ω),本文的目的
是想找到这样的一个控制使得系统(1)(2)的解在T时

刻满足

‖(u0(T ), u1(T ))− (u0
d, u

1
d)‖H2

0 (Ω)×L2(Ω) 6 ε. (13)

类似前面讨论的极小泛函方法,构造一个泛函　

Jε : L2(Ω)×H−2(Ω) → R

Jε(ϕ0, ϕ1)=
1
2

w T

0

w
|ϕ|2dxdt+〈(ϕ0, ϕ1), (u0

d, u
1
d)〉+

ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω).

这里ϕ是(6)以(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω)为初始条
件的解, 在精确能控性中证明了泛函J 具有唯一的

极小值点,因此Jε也具有唯一的极小值点.
定定定理理理 3.1 任给ε > 0, (u0

d, u
1
d) ∈ H2

0 (Ω) ×
L2(Ω), (ϕ̂0, ϕ̂1) ∈ L2(Ω) × H−2(Ω)是泛函Jε的

极小值点, 如果是(6)的解, 那么f = ϕ̂|ω是使得
系统(1)(2)的初始状态控制到且(u(T ), ut(T ))满足
式(12).
证证证 令(ϕ̂0, ϕ̂1)是Jε的极小值点. 那么对任

给ξ > 0, (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)× L2(Ω),有:

0 6 1
ξ
[J((ϕ̂0, ϕ̂1) + ξ(ϕ0, ϕ1))− J(ϕ̂0, ϕ̂1)] =

w T

0

w
Ω

ϕ̂ϕdxdt +
ξ

2

w T

0

w
ω
|ϕ|2dxdt +

〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉+ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω),

其中ϕ是式(6)的解. 令ξ → 0,得到

−ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω) 6
w T

0

w
Ω

ϕ̂ϕdxdt + 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉.

同样, ξ < 0,可以得到:w T

0

w
Ω

ϕ̂ϕdxdt + 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉 6
ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω).

因此对任意的ε > 0, (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)× L2(Ω)有

|
w T

0

w
Ω

ϕ̂ϕdxdt + 〈(ϕ0, ϕ1), (u0, u1)〉| 6
ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω).

亦即‖(u0(T ), u1(T ))−(u0
d, u

1
d)‖H2

0 (Ω)×L2(Ω) 6 ε.近
似能控性得到.
在第2节知道系统(1)(2)的精确能控性转化为对

偶系统能观性不等式(9)的成立条件,同样在这一部
分去寻找近似能控性的一个充分必要条件.即寻找
泛函极小值点存在的一个充分条件.
定定定理理理 3.2 系统(1)(2)是近似能控的当且仅当以

下条件成立: 若ϕ是(6)以(ϕ0, ϕ1)为初始条件的解,

ϕ|[0,T ]×ω = 0 ⇒ (ϕ0, ϕ1) = 0. (14)

证证证 必要性. 式(1)(2)是近似能控的. 令ϕ是式(6)
以(ϕ0, ϕ1) ∈ L2(Ω) × H−2(Ω)为初始条件的解,
且由前面的讨论知道对任给ε > 0, (u0

d, u
1
d) ∈

H2
0 (Ω) × L2(Ω), 存在一个近似能控的控制f ∈

L2((0, T );ω) 使得式(12)成立. 另一方面由精确能
控性知道

〈(ϕ0, ϕ1), (u(T ), ut(T ))〉 = 0. (15)

由式(12)(14)得到

|〈(ϕ0, ϕ1), (u0
d, u

1
d)〉|= |〈[(ϕ0, ϕ1)−(u(T ), ut(T ))],

(u0
d, u

1
d)〉| 6 ε‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω).

要使(13)对任意的(u0
d, u

1
d) ∈ H2

0 (Ω) × L2(Ω)都成
立,当且仅当(ϕ0, ϕ1) = (0, 0).
充分性. 假设式(13)成立,证明系统(1)(2)近似能

控.利用定理2.2只要能够证明近似能控泛函有极小
值点就可以.

1) Jε是严格凸的;
2) Jε是连续的,因而是下半连续的;
3) Jε是强制的,

lim
‖(ϕ0,ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)→∞

Jε(ϕ0, ϕ1) = ∞.

要证明上式成立,只要证明以下式子成立即可:

lim inf
‖(ϕ0,ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)→∞

Jε(ϕ0, ϕ1)
‖(ϕ0, ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)

> ε.

(16)
总可以在空间L2(Ω) × H−2(Ω)中找到一组ϕk =
(ϕ0

k, ϕ
1
k)
∞
k=1 满足‖(ϕ0

k, ϕ
1
k)‖L2(Ω)×H−2(Ω) → ∞, 单

位化得到

(ϕ̄0
k, ϕ̄

1
k) =

(ϕ0
k, ϕ

1
k)

‖(ϕ0
k, ϕ

1
k)‖L2(Ω)×H−2(Ω)

= 1.

所以

J(ϕ0, ϕ1)
‖(ϕ0

k, ϕ
1
k)‖L2(Ω)×H−2(Ω)

=

1
2
‖(ϕ0

k, ϕ
1
k)‖L2(Ω)×H−2(Ω) ×

w T

0

w
ω
|ϕ̄k|2dxdt +

〈(ϕ̄0, ϕ̄1), (u0
d, u

1
d)〉,

其中ϕ̄是系统(6)以(ϕ0, ϕ1)为初始条件的解.
a)如果 lim

k→∞
inf Jε(ϕ̄0, ϕ̄1)=∞,立即得到

lim
‖(ϕ0,ϕ1)‖L2(Ω)×H−2(Ω)→∞

Jε(ϕ0, ϕ1) = ∞.

b) 如果 lim
k→∞

inf Jε(ϕ̄0, ϕ̄1) = 0, 由于(ϕ0
k, ϕ

1
k)

在L2(Ω) × H−2(Ω)中 是 有 界 的, 可 以 抽 取
一 个 子 列(ϕ0

kj
, ϕ1

kj
)在L2(Ω) × H−2(Ω)中 弱 收
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敛 于$ = ($0, $1). 如 果($0
k, $

1
k) 是 系

统(6)以(ϕ0, ϕ1) = ($0
k, $

1
k)为初始条件的解,

那么有(ϕ̄0
kj

, ϕ̄1
kj

)在L2((0, T );L2(Ω) × H−2(Ω)) ∩
H2((0, T );H−2(Ω) × [H4(Ω) ∩ H2

0 (Ω)]中弱收敛
于($0

k, $
1
k). 由Jε的下半连续性得:w T

0

w
ω
|$|2dxdt 6 lim

k→∞
inf Jε(ϕ̄0, ϕ̄1) = 0.

因此有$(x, t) = 0,∀(x, t) ∈ ω × (0, T ). 再由
定理3.2知道所以有($0, $1) = (0, 0). 因此得
到式(15). 再次利用定理2.1得到Jε有唯一极小值

点(ϕ̂0, ϕ̂1) ∈ L2(Ω)×H−2(Ω).
这样就得到了系统(1)(2)的近似能控性.
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